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RESUMEN

Se prueba en este trabajo que €l orden inducido por |as curvas de Lorenz generalizadas de orden j solo debe
ser considerado un orden en desigualdad cuando j=1, caso en e que coincide con €l orden clasico de Lorenz. Se
propone como alternativa un nuevo orden, definido igualmente a partir de las curvas de Lorenz generalizadas
de orden j, que satisface para cualquier valor de j € Principio General de Transferencias, requisito Unico
exigible para que un orden tenga la consideracion de orden en desigualdad.
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ABSTRACT

In this paper it is proven that only when j=1 the generalized L orenz ordering of order j can be considered an
inequality ordering, which case coincides with the usual Lorenz ordering. From the generalized Lorenz curves
of order j, we propose anew order that satisfies, for each j, the General Principle of Transferswhichis theonly
requirement for it to be considered an inequality order.
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1. Introduccién

El concepto de desigualdad, en tanto que idea primaria, no es susceptible de definicion
precisa. Términos como variabilidad, diversidad, dispersion, aeatoriedad y concentracion
describen, todos €llos, un componente subyacente de desigualdad, por lo que, en cierto
sentido, pueden entenderse como distintas manifestaciones del mismo concepto primario.
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En Economia, la relacién ingresos-bienestar-desiguadad y la comparacion y ordena-
cion de distribuciones de renta se abordo iniciamente mediante la definicion y uso atal fin
de diferentes medidas que cuantificaban, razonablemente, la desigualdad de una distribu-
cion deingresos. Sin embargo, € uso de diferentes medidas pueden conducirnos a conclu-
siones contradictorias, por |0 que se hace necesario disponer de agun criterio para determi-
nar s una distribucién es intrinsecamente mas desigua que otra. En este sentido, € orden
de Lorenz (véanse Arnold, 1987 y Wolf, 1997) es & procedimiento mas usua aunque no €
unico yaque € orden definido por Shorrocks (1983) (véanse Lambert, 1989y Ramos et dl.,
2000) y e dado por Moyes (1987), entre otros, podrian ser utilizados como aternativa. La
existencia de diferentes aternativas (no equivaentes) para comparar en desigualdad dis-
tribuciones de renta a margen del uso de medidas, pone de manifiesto la existencia de
diferentes concepciones de desigualdad.

Dalton (1920), que ya habia detectado este problema, intentd resolverlo definiendo una
serie de operaciones que, efectuadas sobre distribuciones de rentas, deberian hacer decre-
cer la desiguadad, dando lugar a los conocidos principios que llevan su nombre. No obs-
tante, solo € primero de élos, & denominado Principio de Transferencias, tiene una acep-
tacion que podriamos considerar universal. El Principio de Transferenciasindica que “cual-
quiera que sea € nimero de perceptores de ingresos y cuaquiera la cantidad a la que
asciendan las rentas, una transferencia de ingresos entre dos individuos, del mas rico a
més pobre, siempre que no e invierta @ orden relativo de la riqueza, hace disminuir la
desigualdad’. Cuaquier medida de desigualdad y cualquier ordenacion de distribuciones
atendiendo a su desigualdad debe, paratener tal consideracion, ser consistente con € Prin-
cipio de Transferencias. En cambio, pueden tener distinto comportamiento frente a los
otros principios enunciados por Dalton que recogen, respectivamente, la operacion de in-
crementos proporcionales de ingresos y de incrementos iguales de ingresos. De hecho, los
ordenes de Lorenz y de Shorrocks presentan distinto comportamiento frente a estos dos
ultimos principios sin que por ello se cuestione su naturaleza de ordenes en desigual dad.
Nos centraremos, por tanto, en € Principio de Transferencias como Unico criterio compa-
tible con cuaquier concepcion de desigualdad en e @mbito de las distribuciones de rentas.

El gran inconveniente del Principio de Transferencias de Ddton es que, en los términos
en los que esta enunciado, s6lo es susceptible de ser aplicado cuando estemos consideran-
do una poblacién finita de ingresos y no 1o es en @ caso mas generd de una distribucion
cualquiera de ingresos. Este problema queda solventado por Ariza y Ramos (1995) a
enunciar un Principio General de Transferencias que puede ser aplicado a cuaquier varia
ble aleatoria y que se expresa en términos de su desigualdad cuando se la somete a una
transformaci on denominada por |os autores como a -concentracion. El Principio de Trans
ferencias de Dalton se obtiene como caso particular del Principio Genera de Transferen-
cias. En Ramosy Ariza(1998) |os autores prueban la consi stenciade |os 6rdenes de L orenz
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y Shorrocks con este principio, en € contexto més general de variables aeatorias cuaes
quiera

En este trabaj 0 analizaremos desde este prisma una generalizacion del orden de Lorenz
gue recibe la denominacién de orden de Lorenz generalizado de orden j (véase Nygard y
Sandstrom, 1981) y probaremos que Unicamente en @ caso j = 1, en € que coincide con €
orden clasico de Lorenz, puede ser considerado como un orden en desigualdad. A partir de
aqui introduciremos un nuevo orden derivado del anterior que si debe ser considerado
como orden en desigualdad por ser consistente con el Principio General de Transferencias.

2. Definicionesy resultadosprevios

DerAnicion 2.1

Denotemos por C; ala clase de variables deatorias X no negativas cuyo j-ésmo mo-
mento con respecto a origen EX! esfinito y distinto de cero. Dada una variable aleatoria
X perteneciente a C; , con funcién de distribucion F, notaremos por L?‘ a su correspon-
diente curva de Lorenz generalizada de orden j, definida como sigue:

6k4aﬁm_§kﬂuﬁm

1 j = o£pel
dF*Uﬂdt EX

L(p)=

donde L} (0)=0y L}(1)=1.
Paraj = 1 se obtiene, como caso particular, la curva de Lorenz ordinaria

Deranicion 2.2

Dadas las variables X e Y pertenecientes a C;, se dice que X es menor que Y en el
sentido del orden de Lorenz generaizado de orden j, y sedenota X£;Y, sy slo s
L'(p)3 Lj(p) paratodop i [0,1].

Paraj = 1 ladefinicion anterior corresponde a orden de Lorenz ordinario.

Las siguientes definiciones (Arizay Ramos, 1995) permiten enunciar € Principio Ge-
nera de Transferencias, susceptible de ser aplicado a cuaquier variable aeatoriay que se
establece como € Unico criterio compatible con cuaquier concepcion de desigualdad refe-
rida a una distribucion de rentas.
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Deranicion 2.3
Se Ilama funcion de a-concentracion alafuncion i, (x) definidade la siguiente forma:

_‘|- a, aExfa+t

la, a+rExfa+r +t

i,(x)=1a, b-r-tEx£fb-r
i-a, b-tEXEb (1)
10, enelresto

dendo O<a, O<t<r, a+r+t<b-r-t

Deranicion 2.4
Llamaremos funcion de a-concentracion acumulada 1 ,(x) a:

Ia(x):c‘iia(z)dz.

DeAnicion 2.5
Sean X e Y dos variables deatorias no negativas, con funciones de distribucion respec-
tivas Fy G. Diremos que la variable Y es una a-concentracion de X y se denotara

Y =C,(X), s lafuncion de distribucion de Y es & resultado de afiadir una a-concentra-
cion acumulada alade X, es decir, S

G(x)=F(x)+1,(x), paraagin a >0.
Obsérveseques Y =C,(X ) y t=0, entoncesY se obtiene a partir de X transfiriendo
masa de probabilidad desde los valoresa 'y b a dos valores intermedios y equidistantes de

elos. Cuando t* 0, entonces subyace lamismaidea pero teniendo en consideracion inter-
valos en lugar de puntos.

Principio General de Transferencias(Arizay Ramos, 1995)

Toda a-concentr aci on efectuada sobre una variable al eatoria hace disminuir |a des-
igualdad.

Obsérvese que este enunciado no exige que la variable aeatoria sea absolutamente
continua. Por otra parte, €l Principio de Transferencias de Daton se obtiene como caso
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particular del Principio Genera de Transferencias. En efecto, supongamos una distribu-
cién deingresos, siendo n € nimero de perceptores. Sean ay b (a>b) losingresos co-
rrespondientes a dos individuos dados. Si € individuo de mayor renta cede r unidades a
otro (lo que representa una transferencia en € sentido de Dalton), la operacion equivale a
efectuar una a -concentracion sobre la distribucion de ingresos, con i, (x) definida como
en(l),cont=0ya=1n.

3. Resultadosy conclusiones

Lema 3.1

Sean X e Y dos variables aeatorias absolutamente continuas y no negativas. Si
Y =C,(X), entonces EY! £ EX! paracadaj 1 N, dandose € caso de igualdad cuando
j=1

D EMOSTRACION .
Denotemos por f y g lasfunciones de densidad respectivasde X e Y. Delas definiciones
2.3,2.4y 2.5 se deduce que

1f(x)-a, aExta+t

{f(x)+a, a+trExEa+r +t

if(x)+a, b-r-tExEb-r 2
ff(x)-a, b-tExEb

g(x)=

sendo g(x)= f(x) en € resto. Por tanto,

EYj EXj _ e art jd +\a+r+t jd + ‘b-r jd ‘b jd 6_
FEXIzag @ Xk, Xdxr(, Xk OxidxEE

:%[a"+1 -(a+t) "+ (arr+t) - (a+r) 4

+(b- 1) (b r-t) T a(b-t) -,

Para j 3 1, lafuncion
h(x)= jx* ©)
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es no decreciente para x > 0. Por tanto, también se verifica que lafuncion
k(x)=(x+t)l - xJ 4

es no decreciente parax > 0, yaque
K (%)= i[(%+1)1 - xj2[e 0

paracualquier X, Sin mas que tener en cuenta que (3) es no decreciente parax > 0. De aqui
se deduce que la funcion

p(X) =X (X)) (X1 +t) - (x+r)1*

€s no decreciente ya que para cadax, > 0 setiene que
B (%) =+ DK - (% +1) +(x, +r+1)i - (%, +1)!]=
=(j+1)[k(% +1)- k(%,)]2 0

donde la tltima desigualdad es consecuencia de que (4) es no decreciente parax > 0. Ob-
servemos ahorague

i pxi=_2_ . or-
EY’ - EX —j+1[p(a) p(b-r-t)£0

por ser a<b- r-t yserp(x) no decreciente parax > 0. En conclusion, EY! £ EX! para
todo j3 1.

Nota: de lademostracion del teorema se sigue inmediatamente que, en € caso particular
j =1, setieneque EX =EY .

A continuacion, probaremosques Y =C_ (X ), entonces la curva de Lorenz generali-
zadade orden j de X comienza “por debgjo” de la correspondiente curvade Y.

TeoOREMA 3.2
Sean X e Y dos variables aeatorias absolutamente continuas y no negativas, tales que

Y =C,(X ). Entonces, existe U, 1 (0,1] tal que L’ (u) £ L] (u) paratodo u £ u,,.
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D EMOSTRACION .

A partir de (2) observamos que G(X) < F(X) sempreque x<a+r +t, por lo que
F !(u) <G *(u) paratodo u< F(a+r +t). Por tanto,

[F'l(u)]j <[G'1(u)]j paratodo u< F(a+r +t) yparatodo j 3 1.

En consecuencia, se verificaque
Ple1, 4] Pl~1,4]i
Q[F (u)] du < Q[G (u)] du paratodo p <F(a+r +t).

Como, envirtud del lema 3.1, EY! £ EX! paracada j 3 1, setiene finamente que

L* (p) £L] (p) paratodo p <F(a+r +t).

Teorema 3.3

Sean X e Y dos variables aeatorias absolutamente continuas y no negativas, tales que
Y =C,(X). Seveificaque para j 3 2, lascurvas Li(p) y Lj(p) secortan enagin
ul (01).

D EMOSTRACION .

En efecto, de (1) se sigue que G(X) = F(x) paratodo X >Db, o lo que es lo mismo,
F '(u) =G *(u) Sempreque u > F "*(b) = u,.
Asi pues, setiene que

Oi[F'l(u)]jdu:é[G'l(u)]jdu ,

(Sl[F'l(u)]de é[e-l(u)]jdu_

lo que implica que

- < -
EX EY!
EX' - §F'w'du  EY'- 5|6 )| du
es decir, Q[ _()] < Q[ _()] :
EX EY/
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o [F-l(g)]J du_ @ [G-l(g)]J du
EX) EY)

de donde

olo que esigud, L7 (u)>Li(u)

y, por la continuidad de las curvas, queda demostrado que se cortan en agun punto
ul (F(a+r +t)y,).

CoroLARI0 3.4
Para j3 2, € orden de Lorenz generalizado de ordenj no es consistente con € Princi-

pio Genera de Transferencias y, por tanto, no puede tener la consideracion de orden en
desigualdad.

4. Unaalternativa

Proponemos a continuacion una ordenacion aternativa definida a partir de la curva de
Lorenz generalizada L;( p) que esconsistente con el Principio General de Transferencias.

Dernicion 4.1

Sean X e Y variables aleatorias no negativasy sean L y L], respectivamente, las
correspondientes curvas de Lorenz generalizadas de orden j. Para cadaj entero positivo se
definelarelacion £4 entre X e Y de la siguiente forma:

Y£; XU existeu,T (0,1] tal que Li'(u) £L](u) paratodo u £ u,.

Con esta definicién estamos indicando que una variable X es més desigua (en orden j)
que otravariable Y s su correspondiente curva L}‘ no comienza por encimadeladeY. Se
trata, pues, de un orden total paracadaj. En particular, paraj =1, estariamos diciendo que
X esmésdesigua que Y s su curvade Lorenz ordinariano comienza por encimadeladeY
0, lo que esigua, que una distribucién de rentas X es més desigua que otra distribucion Y
s los niveles mas bajos de rentas son en Y relativamente més atos que en X. Estainterpre-
tacion, compatible con una cierta idea de desigualdad, queda refrendada por € siguiente
teorema que garantizala consistencia del orden definido con e Principio Genera de Trans-
ferencias y, en consecuencia, con € Unico requisito exigible para que podamos hablar, con
toda propiedad, de que & orden definido es un orden en desigual dad.
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Teorema 4.2
Dadas X eY variables d eatorias absol utamente continuasy no negativas, severificaque

larelacion £ entre X e Y es consistente con el Principio General de Transferencias.

D EMOSTRACION .
Debemos probar ques Y =C,(X ) entonces Y £4 X . Paraello basta ver que existe

u,1 (01) ta que L (u)£L](u) paratodo u £ u,, lo cud severificapor e teorema3.2.

Conclusion: la consistencia con € Principio Genera de Transferencias nos permite
hablar, con toda propiedad, del orden £4 como un orden en desigualdad. Ademés puede
probarse que e orden £ estambién consistente con los principios de incrementos iguales
y de incrementos proporcionales, en @ mismo sentido que lo es @ orden de Lorenz clasico.

5. Ejemplo

Las distribuciones de Pareto y Potencial han sido estudiadas en € contexto de la des-
igualdad en e sentido de Lorenz y caracterizadas a través de la curva de Lorenz de sus
correspondientes distribuciones truncadas en Bhattacharya (1963) y Moothathu (1986),
respectivamente. Es bien conocido que la distribucion de Pareto describe adecuadamente
ladistribucién de renta entre los ricos y losmoder adamente ricos. Por otra parte, ladistri-
bucién Potencia es aplicada en e andlisis de la pobreza (véase, por g emplo, Belzunce et
al., 1998). Vamosaprobar en este jemplo que, para determinados valores de sus parametraos,
ambas distribuciones no son comparables en & orden de Lorenz y, en cambio, sempre o

sonen e orden £
Lafuncion de distribucion de una variable aleatoria de Pareto con pardmetrose y a es:

a

axo
Fx(x)=1-¢== | x3e>0, a>0.
eeg
Cuandoj < a , € momento j-ésimo existe y viene dado por:
E[x/]=e 2
a-j-

1

Esfécil ver que F;<1(t)=e(1-t)_;, o<t<1.

A partir de aqui calculamos de forma inmediata la curva de Lorenz generdizada de
orden j asociada a X que tiene la siguiente expresion:

Estudiosde Economia Aplicada, 2001:123-139-149« N°. 19
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a-|

LX(p)=1- (1- p) @ » O£ p£l. j<a- (5)

Por otra parte, la funcion de distribucion de una variable deatoria Y que sigue una ley
Potencial de parametrosk y b eslasiguiente:

b
axo

Fy(X)=QE+, 0<x<k, b>0,
ek g

_ i
y & momento j-ésimo viene dado por E[Y' = bk_ .
b+ ]

1
Asimismo, se deduce féacilmente que F, '(t)=kt, o<t<1.

A partir de estas dos Ultimas expresiones se obtiene la de |la correspondiente curva de
Lorenz generalizadade orden j:

iy
L{(p)=p>" . OE pEL. (©)

Veremos a continuacion que, para determinados valores de los parametros las distribu-
ciones de Pareto y Potencial no son comparables en € sentido de L orenz. En efecto, consi-
deremos, como gemplo, las distribuciones

W ~ Pareto (a,e) cona =2
Z ~ Potencial (b,k) conb=1.

Haciendoj =1 en (5) y (6) se obtienen las curvas de Lorenz ordinarias correspondientes
aWy zZ

1
Ly(p)=1-(1- p)2, OF p£1;
L,(p)=p?, Of p£1.

Puede comprobarse sin dificultad que L, ( p) Yy L,(p) secortanen (0, 1), por lo que
no son comparables en el sentido de Lorenz. Veamos, sSih embargo, que, para cualesquiera
valores de los pardmetros, la distribucion de Pareto es menos desigua que la Potencid en
el sentido £g;.

En efecto, dadas las variables aleatorias X~Pareto (a,e) e Y~Potencid (b,k), se tiene
que

Estudios de Economia Aplicada, 2001: 139-149 « N°. 19
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L
jim i( P) _ 0
pe 0" L3 (p)

En consecuencia, paracadaj < a, existeun p J-T (01) , td que

L{(p)<L](p) paratodo PE£ p;,

lo que equivale adecir que, paratodoj< a, X £4 Y.
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