EsTtubpios bE EcoNoMiA APLICADA VoL.21-1, 2003. Recs. 109-122

Equilibrio dinamico a largo plazo en un modelo de espacio de
estados, bajo controlabilidad simétrica

*FERNANDEZ, M.V.,"CABELLO, J.G. y*SANCHEZ C.

“Departamento de Matematica AplicadaDepartamento de Métodos Cuantitativos. Fa-
cultad CC.EE. y Empresariales. Universidad de Granada.

Campus de Cartuja. 18071 Granada. Espafia. TIf: 958 24 90 31. Fax: 958 24 83 36mEfmé@lugres

RESUMEN

En numerosas ocasiones el comportamiento dinamico de una determinada variable econémica se
influenciado por la conducta optimizadora de los agentes que intervienen en la economia. Esta variable ecc
mica que denominaremos variable de estado se percibe de manera distinta por cada uno de los agentes, y
proceso optimizador inherente a la toma de decisones da lugar a respuestas diferenciadas para cada ur
ellos. Estas respuestas constituyen los términos de control sobre la variable de estado, y conforman el com
tamiento futuro de la misma.

La respuesta de los agentes depende no sélo de la percepcion que los mismos tienen sobre la variable
estado, sino también de las expectativas que formulan sobre el comportamiento de los otros agentes
interaccionan en el sistema. En definitiva, en la evolucién temporal de la variable de estado interviene no s
el comportamiento inercial del sistema a largo plazo, sino también las actuaciones en que se plasman
decisiones optimizadoras de los agentes, siendo estas Ultimas dependientes de su percepcion del sisteme
las expectativas que formulan acerca del comportamiento optimizador de otros agentes.

En el modelo que se presenta a continuacion, supondremos por simplicidad una Unica variable de estac
dos agentes, cuyo comportamiento es simétrico, por lo que bastara analizar el de uno de ellos para genera
los resultados para el otro.

Uno de los ejemplos mas comunes que es posible analizar bajo esta Optica es el relativo a la conducta de
oligopolistas. La variable de estado seria la cantidad conjunta lanzada por ambos al mercado, en tanto que
variables de control serian las cantidades producidas por cada uno de ellos.

Palabras claveControl 6ptimo, multiplicadores dinamicos de Lagrange, programacion dinamica.

Clasificacion del articulo segun el sistema del JEL: C61.
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1. INTRODUCCION

Supongamos una cierta ecuacion de estado, en la que representa el estado en el mome
tot+1y dos agentes, 1y 2 que observan esta variable de estado, de manera distorsionad
através de, , y dez, respectivamente.

— 2
%Zm =hx+ Vi M~ |\(O,O'V1)
— 2
_rﬁ)f"'\ét’ oy~ |\(0,0v2 )
dondev, ,y v, son perturbaciones aleatorias. Los agentes escogen una estrategia a segul
para con esa realidad; (variable de control) que representa la estrategia del agenes

momentd.
Supongamos que la ecuacion de estado es

X =@X YUy HYoU + W,

donde@y,,y, son constantes y,ws la componente estocasticafao), de forma que
w, ~ N(0g?,).
Supongamos, ademas, que cada uno de los agentes tiene una funcion objetivo que des

optimizar,

il 1

Z P

- @+p)
siendof3 un factor de descuentoFy, una funcién que en cada momenttepende de la
percepcion de la realidag}, que posee el ageritede su estrategia, , y de la estrategia
gue espera que escoja el otro aggpigue representaremos por(y;, ), i, j =12, #j,
es decir,

Fl,t = Fl,t(zlt’ Uy, El( uz,))
For = Fpu(Zy, Uy, EY(Uy))

El problema consiste entoncesdatimitar condiciones sobre las funciongs, Eondi-
ciones que permitan llevar a cabo un problema de maximizacién de la funcion objetivo
para que la estrategia escogida por cada uno de los agentes sea, en efecto, la estrategi
Optima De esta forma se obtienen como soluciones del problema de maximizacién una
sucesion de variables de control

{u,}. siendo i=1,2
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Nos preguntamos si podemos expresar la funcién objetivo dependiente sélo de las
riables de estado (entendiendo camta variable de estado distorsionada) y de control
respectivamente.

Suponiendo que exista al menos una situa@c’m(zi ol E (u” » en la cual:

1 RiGoy By )=0

oF, oF;, : .
L (@), —~ (Q) existen y son continuas
0z, oy,

2.

oF
3. — X _@)%0,
oE (u;,)
entonces, gracias al Teorema de la Funcion Implicita, podemos afirmar que existe u
tnica funcion continua y diferencialfj¢ en un entorno d@, tal que

E()=1(z.u).
Este hecho tiene el significado de que el sujgiara cada momentono espera la
misma estrategia del sujgto
Nos interesa expresar una variable como funcién de las otras dos, con la finalidad
simplificar el problema de partida.
Asi pues, asumiremos, que

El(uz,t) = flt(zlt’ ult) 1)
E,(u,) = f,,(z, Uy) 2

Obsérvese que el problema comun a los dos agentes de maximizar su funcion objeti
puede reducirse a un Unico problema, dado que existe una simetria total en el estudic
uno y otro caso. Asi pues, en lo sucesivo, nos referiremos Unicamente al problema anali
do desde el punto de vista del primer agente.

El problema inicial de optimizacién por parte del primer agente es el siguiente:

Maximizar ; R.(37, 4, B %))ﬁ’

{Uio-Usr-
sujeto a X =@ Xty uty, 4+ W, con y~ (‘D,szvl)

siend@@ >0

Sabemos que la percepcion de la realidad que tiene el agente 1 es

z, =hx+\.
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Este hecho y la ecuacion (1), permiten escribir

I:l,t :Fl,t(hl)g-'-vlt’ ult! f (ZI’ ul))
=F, (hx +v,, u, f,(hx+ v, u))
=G (%, W,)

es decir, hemos expresaBlp, como la funciorG, , que depende solo de la variable de
estadog y de la variable de contral ..

Por ello, elnuevoprograma de optimizacion es

1
) Ev{ﬁf'ﬁ'far 2, &6 W gy

LBujeto @ X, =@ XtV U+y, 4+ W, con w- (002)

siend@3 >0

Asi pues, el principal resultado de este epigrafe es el siguiente:

Teorema 1.0.1. SiG, , es una funcion concava, y la funcigntal que,

El(u2,t) = flt(zlt’ ul()
es una funcién derivable con continuidad, entonces el problema (P) tiene solucion.

De forma analitica, la condicion de concavidad supuesta para la f@giéa traduce
en la verificacion de las siguientes condiciones para todo instante

1. Ambas GO , para¥l,2.

0°G,,
. ' <0.
(0%)

|

2 2 042 ﬁ 2 Eé 9

3. g G"tz 9 G“Z > 0°G, de donde se obtiene qp\, > a: q E
@) Gu,?  bxou, [ G 1) oG,

(0x)?

Para determinar las condiciones que la funcién objetivo debe verificar a fin de que
exista solucién en el anterior problema de maximizacion, procedemos a su resolucién. Este
es un programa de optimizacién de una funcion de dos variables sujeta a restricciones d
igualdad, por lo que se resuelve por el método de los multiplicadores (dindmicos) de
Lagrange. Para ello, en primer lugar, se construye la funcién Lagrangiana que resulta ser
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LI
L(x“ul,t,/\(t))=g BQI(X. U ) (X1=@ X Vi4 -V, U~ W),

1 At
@By H @+ py*
1=0,..T.

A continuacion, se calculan los puntos que anulan simultaneamente todas las deriva
parciales de la funcién Lagrangiana, considerada ésta como funcion de las vgriables

y A(t). Es decir, logpuntos criticos condicionada®n todos aquellop = (X, U, ) tales

que(xf , ult ,A (1)) son solucién del sistema de ecuaciones, para cada mamehfo..., T.

CloL 1 0G, 1
- - At =0
EPK (1+ ﬁ)t a)g (l+ ﬁ)t+1 ( )(P
HoL 1 oG, 1
- - At f =0
Eﬁul,t 1+pB) ou, (1+ By ®)y
0oL _ 1

gm/\(t) - (1+ B)t+l (Xt+1 2 —Y.U; — VLU, — %) =0

A fin de simplificar la notacion, en lo sucesivo nos referiremos a la restriccion de
problema, como una funciog, Es decir, supondremos que

9% Ue) = X —@X=ViU — Vol — W.

Nétese que de las dos primeras ecuaciones puede extraerse un valor com(th para
Suponiendo que las constangey,, y,# O se tiene

G, _ 1
o g 0e
G, _ 1
Ty 0
(x,u,)=0

0
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. . . . aGll aGll
lo que permite asimismo relacionaf=- con

. De hecho, es claro que

0% ouy,
0G,,
aGlt y1 aGl,t H ault
— =X = ‘esdecirt y, =
o, @ o n=956, (3)
0%

analogamente, con respecto al segundo agente, se obtendria la relacion

0G,,
ou
@)
0G,,
0%,
Segun una de las condiciones de segundo orden para extremos condicionados, se ana
za el signo de la forma cuadrética asociada a la matriz hessiana restringida a cierto subespac

gue se especificara posteriormente. En este sentido, se calculan las derivadas parciales

segundo orden de la funcion Lagrangiana, para construir la matriz hessiana. Asi pues, par
cada punto critico condicionagd, ésta es la matriz

Y.=¢

', (p) 9°G,(P) L
b1 D (0%)° ox0u,
" @+B) %G, (p) 9°G,(P) [

Houox  (Qu,) F

y teniendo en cuenta el Teorema de Schwarz que garantiza, bajo ciertas condiciones, |
igualdad de las derivadas parciales cruzadas, con lo cual la Hl@f[EiZ simétrica y por
ello representa una forma cuadratica, cuya expresion matricial

B°G, (p) 0°G(p) O
1 0O (axt)z aXaU_u O C
Q(yl’ yz) = AL ot 2 2
CONEBY e oap Db
Houdx  (0u,)* H
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y que restringida a aquellos puntosu) que verifican la siguiente condicién, donde
representa la variable de estadolg variable de control:

99
ou,

siendop* un punto critico condicionado. Un sencillo calculo indica que cada una de estz
derivadas parciales son, para cualquier punto, en particulapfara

=0

9g
Xaxt(p

99 (v = —
axt(p) ¢
09 1w —_
aum(p) Vi

por lo que el programa de optimizacién inicial se reduce a determinar el signo de la forn
cuadratica representada por la mdﬂgzy restringida al subespacio de ecuacion
u= -9 X
Y1 ®)
es decir, estudiamos la forma cuadratica restringida a aquellas situaciones en que, la ve
ble de controulyt es proporcional a la variable de estagale acuerdo con la solucién
obtenida en (5)

__9
U, =——X
t v, (6)
Por tanto, la forma cuadratica restringida, objeto de nuestro estudio es:
Up? 0? 02 C
Q-2 9= Qy= b PG g 0G0 5 0G0 0 JF
12 (1+ﬁ) H(axt) a)ﬂaul,t Y1 (ault) D Y. DF

que puede expresarse como producto matricial de la siguiente forma:

0o's,  0°G, O
0% = 0 _ (pm(ax[)z axaqtm(pé
0= gy ¥ v, HoG, aelt@;@
Hoxou,  (0u,)
_ 1 . _ﬂD
AR
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* [
Para que se verifiqu@,(x)< 0, es necesario y suficiente q&, %.,—yﬂgsea menor
l 1L

cero, es decir:

09°G, 0°G, O
00 El%(axt)é X0y % 1
Ql*,t %ﬂ_ﬂﬂztﬂ-_ﬁ ) ) ! £D< 0.
O Yo O ylag\ael,t aGn %yﬁ
1
Hoxou,  (du,)?

Observamos que este producto matricial es una forma cuadratica, evaluada en el punt

C
El,-yﬂgy por ello, basta que sea Definida Negativa para que el problema de partida se
0 1L

pueda resolver por lo que se obtienen las condiciones anteriores:

0°G,
. ——<0.
(0%,)*
06°G, O
20 2 BRE ﬁ de % 0
2. 2 G"tz 0 G"Z >82 % = de donde se dedu;:ea G‘z < X‘ZU”E <0.
@x) @u,)? oxdy, w0,
(0%)*

Asi pues, el 6ptimo de nuestro problema en cada morhpata cada agentes:

(Xf,lf,t):%i,—2 )gg siendo 1, 2.
UJ i O

1

2. CONCLUSIONES

1. La ecuacion de estadps.; = @X T ViU, Y, U, + W,

es una ecuacion en diferencias, cuya resolucion se obtiene de forma recursiva, y s¢
puede expresar:

X1 =@ %+ Z [ PATIESATRE R § 7
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2. En cada momentose verifica,

0G,, 0G,,
—_ aul,t —_ au21
yl - (p aGl’t y! y2 - (p aGZI (8)
0% 0x%

Dado queU;; = —7 X , obtendriamos las variables 6ptimas de control, para ambos
1

agentes:
g aGlt aGZl (9)
__®  __ 0X L __@ __ 0%
—__ —_ , —_—T X_ —_
ult yl )g aGlt X uZ,t y2 T aGZ1 %(
ou, ou,,
y por tanto,u;t =$U*ZI teniendo en cuenta (8), obtenemos
1
0G,,
ou (10)
U, = anltt 21
Uy,

La expresion (9), represents funciones de reacciory que en el 6ptimo estan
ligadas mediante la relacion (10).

3. Finalmente la trayectoria 6ptima resulta ser:

9G, 3G,
X1 = QX —@ 0% ) 0% X+ w
" a(31t aGZ,t
aun 6u2l
S DOaC;M a;s):,t %
- 0% (I
% % 090G, 3G, m
B DDOUM auﬂ %
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Desde el punto de vista econémico suponemaos que los valores de las variables de estac
no se alteran notablemente, por effe; 0.
En la tltima expresiéon, observamos que la trayectoria 6ptima, depende de la accién de
cada agente.

Teniendo en cuenta (7) y (9), podemos dar otra expresion de la trayectoria 6ptima, que

es:

t H *
X =@t Zfﬂ“'[—&px + wl,

(11)

Queremos analizar el comportamiento de dicha trayectoria, que en este caso, es solu
cion de una ecuacion en diferencias de primer orden con coeficientes constantes. Partima
del hecho de que una solucion de una ecuacion de diferencias es una sucesién y nos cefiil
mos solo al estudio de la convergencia de dicha solucién en los siguientes casos:

00G,, 0G,,

ox 0%
O<ppl-02x + <1
Y maG, TG,

Dauu auzx

es decir,

G 0G

1t 2t

1<a_xi+a_xl<1+l

alet an’t 1)
Ju

21

o bien,

oG, 090G,

1 ox ox
l-—<——+-—-<1.
¢ 0G, 0G,

ou ou

1t

2t
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3. CASOS PARTICULARES

3.1 Funcién objetivo exponencial

. . 2 2 2 .
Consideremos una funcid®,  (x, u,) = - € "¢ por lo que nuestro problema es, sien-

do B el factor de descuento:

T 2,2 1

B 3 gy

BUeto 8 X, =@ Xty Uy, U+ W, con w- (007)

En este caso la funcién Lagrangiana es:

O At
L(X[ u.Lt /\(t)) Za 1+B)tErl-(l_'_é))tﬂ()&l_(px_qul_yz th_ Vx), 'FO,T
Teniendo en cuenta las ecuaciones de primer orden
DOL _ _2Xt >‘12+U121 _ l _
[th 1+B) (e ) 1+ B)™ AD9=0
E aL 2u1,t >(12+UJ.21 _ 1 _
[ﬁuu " @+ B) (e ) (1+[;)t+1’\(t)y1 =0
ELUSSEE YT (K= @X—yoll Yt — W)=0
Ea/\ (t) (1+ ﬁ)t+l X Uy (l+ ﬂ )t+1 X1~ ViU =V — W

De las dos primeras ecuaciones, se obtiene la siguiente igualdad

Ay =-1 (pﬁ g7h =1 P gy g

1

N

De lo cual se deduce qug, =— X, es decir, la variable de control es proporcional a la

variable de estado, para cada moménto
La matriz Hessiana es

[LopX U _ o
01 pE2e(af)  -axy e D

H=
%wm@ ~axu, € -2 (14 24, )
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que particularizada en los puntog =V X, es la matriz
0
0 ,0 o, 40 2 0y, 8 O
x+Etg 0 o+ in o
dS—Ze T 2g)  —digef R
01 @

H.= DD 0

HeABy ARl el o,

471 x%e -2e + 210

H o 09 0

asociada a una forma cuadratica definida negativa, que restringiremos a log>puhtos
que verifican la ecuacién

Lo9(pr), 29(p)
8 o,

=0, esdecir—@ xy, ¥ 0

3.2. Funcién objetivo cuadratica

Consideramos en este ejemplo, como funcién conGana , U, ), una forma cuadrética
definida negativa, cuya expresién matricial es,

G (X, un) X Y, %1 ::z?ﬁfl E

siendo,a ,<0,a,,<0ya,,a,,> &, En este caso el problema de optimizacion es:

0 Dail a12|:D<t 1
[MaX|m|zar . St siend@ >0
e U SOIE o, Gar

%Ujeto & X TOX tY U, Hy,U, + W, convg N (m—vzvl

La funcién Lagrangiana, es:

1o A()
@+B)yo @+By

0
L(><ub!l,t./\(t))=zEﬁm(x,qt (X~ 0x-y,4y-y,u- W), £0,.T
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Calculamos los puntos criticos condicionados, es decir, aquéllos que anulan simul
neamente todas las derivadas parciales de la funcién Lagrangiana, considerada ésta c
funcién Qe las variable§, ulytyA(t).-Son los puntos g% = (x*,, u*; Jtales que (p, A(t))
es solucidn del sistema de ecuaciones, para cada momentot=0,1,...,T.

-(2a,,x +2a,,u, )~ A(tp=0

1+ [3 )t+1

{ (231,2)§ + Zaz,zun) ——a Ay, =

1+ ﬁ)m
(X1 =@X — ViU, —V,Uy — W) =0

1
Eﬁ/\ © @B

Despejanda\(t) de las dos primeras ecuaciones, se obtienen las siguientes desigualc
des:

+B

1 1+
018 1 20,0) 12

1

(2a,,x+ 2a,,u)

simplificando, se llega a la siguiente expresion,

_aV TP
Ay,

en la cual, la variable de control, se observa que es proporcional a la variable de estad
u _H, X
1t
H2
donde H y H, se pueden expresar como el producto matricial de una matriz fila y un:

matriz columna; ambas matrices fila nos recuerdan, salvo signos, a las filas de la mat
asociada a la forma cuadrati@a,,

U
:(aﬂ.l alz)%lDyH ( al,zaz‘ %1%
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