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RESUMEN

El trabajo analiza el significado del pesar asociado a las prioridades obtenidas en el Proceso Analitico
Jerarquico (AHP), y, tal y como solicitan Loomes y Sudgen (1982) para la Toma de Decisiones (TD) en
general, ofrece una expresion de las prioridades de AHP en funcion del pesar. Se ha encontrado la
relacion entre el pesar, evaluado tanto en términos absolutos como en términos relativos, y las priorida-
des obtenidas en AHP para dos procedimientos de normalizacién (modo distributivo e ideal) y dos de
sintesis (aditivay multiplicativa). Se ha probado que esta relacion es independiente del método de nor-
malizacion, y la forma que adopta depende del método de sintesis y de la forma en que se evalla el
pesar. Si la evaluacién del pesar se efectla en términos absolutos y se emplea la sintesis aditiva se
obtienen unarelacion aditiva; y si el pesar se evalta en términos relativos y se utiliza la sintesis multiplicativa
larelacién es multiplicativa. En ambos casos la aplicacién de AHP y la minimizacién del pesar proporcio-
nan los mismos resultados en seleccién multicriterio de alternativas.

Palabras clave: Decision Multicriterio, Proceso Analitico Jerarquico (AHP), Priori-
dades, Pesar.

ABSTRACT

The paper analyses the meaning of the regret associated with the priorities obtained with the Analytic
Hierarchy Process (AHP), and, as it is required by Loomes and Sudgen (1982) for Decision Making,
offers an expression of the AHP priorities in terms of the regret. We have found the relationship between
the regret, evaluated both in absolute and in relative terms, and the AHP priorities obtained with two

1. Unaversion inicial de este trabajo se ha presentado en la XIIl Reunién Anual Asepelt-Espafia celebra-
da en Burgos, los dias 17 y 18 de junio de 1999.
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normalization methods (distributive and ideal) and two synthesis procedures (additive and multiplicative).
We have proved that this relationship is independent of the normalization method employed, and that the
form it adopts depends on the synthesis method and the way the regret is evaluated. If the regret is
evaluated in absolute terms and the additive synthesis method is employed, the relationship has an
additive form. If the regret is evaluated in relative terms and the multiplicative synthesis method is employed,
the relationship is multiplicative. In both cases the application of AHP and the minimization of the regret
provides the same results in multicriteria selection of alternatives.

Key words: Multicriteria Decision Making, Analytic Hierarchy Process (AHP),
Priorities, Regret.

Clasificaciéon AM S: 90A05, 90B50, 90C31.
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1. Introduccion

La Toma de Decisiones es una de las actividades del ser humano que mejor refle-
jan su nivel de desarrollo y libertad. Su estudio cientifico ha venido dominado hasta
los afios 70 por el conocido como enfoque tradicional o clasico, que, basado en el
paradigma de la racionalidad sustantiva, suponia un Unico objetivo, el conocimiento
a priori de las altern ativas y consecuencias asociadas a las mismas, y la utilizacion
del criterio de maximizacion de la utilidad esperada a la hora de priorizar y seleccio-
nar la 'mejor' alternativa en un problema dado.

A partir de los 70 y fruto fundamentalmente del trabajo de los conductivistas y
sicélogos del conocimiento esta aproximacion ha sido cuestionada empiricamente
(Kahnemany Tversky, 1979; Tversky y Kahneman, 1992; Prelec, 1998), en especial
dentro del campo social. La existencia de multiples actores y criterios, tanto tangibles
como intangibles, y el no cumplimiento de los axiomas de la Teoria de la Utilidad
Esperada ha motivado la busqueda de aproximaciones mas flexibles y realistas que
el enfoque tradicional (Moreno-Jiménez y otros, 1999).

Uno de los enfoques alternativos es la Teoria del Pesar Esperado (Bell, 1982;
Loomesy Sudgen, 1982, 1987). Esta aproximacién metodolégica incorpora aspec-
tos subjetivos relativos a la percepcion que el individuo tiene de la importancia rela-
tiva de las alternativas en funcion de las consecuencias que tienen y las que podrian
tener. Para ello, busca minimizar el pesar esperado, esto es, la discrepancia entre la
valoracion dada a la alternativa comparada y la valoracién de la mejor alternativa
asociada al estado de la naturaleza considerado. Esta forma de abordar la solucion
del problema multicriterio esta en consonancia con una de las filosofias mas extendi-
das en la misma: la 'busqueda de metas' mediante la minimizacion de la distancia de
las diferentes alternativas al denominado punto ideal.

A continuacion se aborda, desde el punto de vista de la Teoria del Pesar, el estudio
de una de las Técnicas de Decision Multicriterio més extendidas, el Proceso Analitico
Jerarquico (AHP) propuesto por Saaty (1977, 1980). Esta técnica combina aspectos
tangibles e intangibles para obtener en una escala de razén las prioridades relativas
asociadas a las alternativas del problema (Escobar y Moreno-Jiménez, 1994, 1998).

La relacidn existente entre estas prioridades y el pesar asociado a cada alternativa
es analizada, tal y como solicitan Loomes y Sudgen (1982) para la Toma de Decisio-
nes en general, obteniéndose una expresion que los relaciona. Este analisis se ha
efectuado para las prioridades obtenidas aplicando AHP (medidas relativas) con di-
ferentes procedimientos de normalizacion (distributivo e ideal) y sintesis (aditiva y
multiplicativa).
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El trabajo se ha estructurado de la siguiente manera: la seccion 82 revisa el con-
cepto de pesar y su utilizacion en la Toma de Decisiones (TD). La seccion 83 obtiene
la relacion de las prioridades de AHP con el pesar, evaluado en términos absolutos y
en términos relativos, utilizando distintos métodos de normalizacién y sintesis. La
cuarta seccion (84) aplica las expresiones obtenidas en la seccion anterior a un ejem-
plo sencillo. Para cada uno de los tres casos considerados en esta seccion, se com-
prueba como las ordenaciones alcanzadas con las prioridades y con el pesar coinci-
den. Por altimo, en la quinta seccion (85) se destacan las conclusiones mas intere-
santes y se indican una serie de futuras lineas de investigacion.

2. El pesar en la toma de decisiones

Bajo la denominacion de Andlisis de Decisiones, a veces llamado Analisis Estadis-
tico de la Decision, se incluyen un conjunto de herramientas que permiten analizar
de forma cuantitativa las decisiones, en general bajo incertidumbre y con multiples
objetivos. Una de estas 'herramientas' es el denominado criterio minimax, o
minimizacién de la pérdida de oportunidad esperada. Para aplicar este criterio se
construye una matriz de pesar, en la que se refleja para cada estado de la naturaleza,
el pesar que el decisor tiene por no haber elegido la mejor opcién en ese caso. Dada
esa matriz se intenta minimizar el pesar maximo o pérdida de oportunidad maxima.
En este caso, los valores de la tabla representan costes de oportunidad, esto es, lo
que se pierde al no tomar la mejor decision para un estado de la naturaleza dado.

Loomesy Sudgen (1982, 1983, 1986, 1987) proponen dos modelos de eleccion
bajo incertidumbre, complementarios psicoldgicamente, conocidos como Teoria del
Pesar (‘Regret) y Teoria de la Decepcion (‘Dissapointment’). De forma simultanea
otros autores desarrollaron modelos que incluyen conceptos psicoldgicos y propieda-
des tedricas similares (Bell, 1982, 1985; Fishburn, 1982, 1983; y Machina, 1982).
Estos modelos son una parte de la literatura desarrollada en los afios 80 como res-
puesta a la creciente evidencia experimental de la violacién sistematica de los axio-
mas bésicos de la Teoria de la Utilidad esperada.

La idea central de la Teoria del Pesar es considerar la relatividad de las consecuen-
cias y no sélo su valor absoluto. Los individuos, en la Toma de Decisiones, no sélo se
fijan en las consecuencias asociadas a la alternativa elegida, sino también en las
consecuencias de las restantes alternativas que potencialmente se podian haber con-
siderado (la decision depende del contexto o marco en el que se encuadra el proble-
ma).

Existen un gran numero de modelos de eleccién bajo incertidumbre que no siguen
una evaluacion funcional definida sobre las distribuciones de probabilidad. Estos
modelos se pueden encuadrar dentro de los modelos dependientes del contexto
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(Kahneman y Tversky, 1984, p.347). Por ejemplo, los efectos del pesar pueden
interpretarse como si proporcionaran un marco que determina la codificacion de los
resultados en diferentes estados basandose en la alternativa que deberia haberse
elegido para dicho estado. Modificaciones en el conjunto de alternativas implican un
cambio en el marco que alterara la evaluacion de las mismas. Este tipo de modelos
(como la teoria del pesar) no preservan, en general, la primera dominancia estocastica
ya que la misma distribucién de probabilidad puede ser evaluada de forma distinta
en marcos diferentes. Sin embargo, estos modelos pueden preservar nociones mas
débiles de la dominancia estocéstica, como por ejemplo, la dominancia por estados
(Quiggin, 1990).

Destaca como aspecto positivo de la Teoria del Pesar, la posibilidad que ofrece de
recoger en un modelo alternativo a la teoria convencional, la capacidad de los indi-
viduos de anticipar los sentimientos de pesar y agrado en la Toma de Decisiones. Por
el contrario, en el lado negativo, la Teoria del Pesar tiene fuertes implicaciones nor-
mativas. Esta teoria describe una forma de comportamiento que, aunque contradice
los axiomas de la teoria de la utilidad esperada, es racional en el sentido clasico.

3. Prioridades y pesar en AHP
3.1. Prioridades en AHP

El método convencional de AHP (Saaty, 1980) proporciona la prioridad, o impor-
tancia relativa, de los elementos comparados mediante: (1) la aplicacion del método
del autovector principal normalizado segun el 'modo distributivo' para calcular las
prioridades locales; (2) el principio de composicion jerarquica para obtener las priori-
dades globales, y (3) la agregacion multiaditiva para obtener las prioridades totales.
Estas prioridades (totales) pueden ser utilizadas con distintos fines: seleccion de una
o0 varias alternativas (problema tipo a); ordenacion de todas ellas (problema tipo g),
etc.

La unicidad del vector de prioridades locales se consigue en AHP mediante la
normalizacion. Los métodos de normalizacion mas utilizados son el 'modo distributi-
vo' (dividir por la suma) y el 'modo ideal' (dividir por el maximo). Se aconseja la
utilizacion del modo distributivo cuando el reparto de recursos escasos sea el objetivo
y el modo ideal (Belton y Gear, 1983; Saaty y Vargas, 1993) cuando lo sea la selec-
cién de la mejor alternativa. Se han propuesto otros procedimientos de normaliza-
cion (Schoner y Wedley, 1989; Schoner, Wedley y Choo, 1993) y dedicado numerosos
trabajos en la literatura por su influencia en el cambio de rango (Belton y Gear, 1983;
Saaty, 1994a; Aguarony otros, 1995).
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Algunos autores (Stillwell y otros, 1987; Moreno-Jiménez, 1996, 1997; Buchanan
y otros, 1998; Homburg, 1998) proponen la modelizacion de los problemas comple-
jos en dos bloques o partes diferenciadas. El primer bloque corresponde a la parte
mas estructurada del problema, para la que mas informacién y menos incertidumbre
existe. El segundo bloque corresponde a la parte més abierta, incierta y desconocida
del problema. Al dividir la jerarquia en dos partes, pueden considerarse distintas
formas de normalizar los vectores de prioridades dependiendo de la parte del proble-
ma a la que correspondan.

Siguiendo esta idea, en este trabajo, ademas de emplear la normalizacion
distributiva en el que se aplica el modo distributivo en todos los niveles de la jerar-
quia, se ha considerado una segunda forma de normalizacién de los vectores de
prioridades locales (de aqui en adelante, 'normalizacion ideal’) que consiste en nor-
malizar los vectores de prioridades de las alternativas con respecto a los atributos
(parte inferior de la jerarquia) utilizando el modo ideal, y los demas vectores de prio-
ridades locales (parte superior de la jerarquia) utilizando el modo distributivo.

Aplicando el Principio de Composicion Jerarquica (Saaty, 1980) a las prioridades
locales se obtienen las prioridades globales, que a su vez mediante una sintesis
multiaditiva proporciona las prioridades totales. Frente a este método de sintesis,
existe otro denominado Sintesis de Razones o Multiplicativo (Lootsma, 1990; Saaty,
1994b; Aguarény otros, 1995; Barzilai y Lootsma, 1997; Vargas, 1997) que propor-
ciona las prioridades totales mediante la multiplicacion de las prioridades locales de
las alternativas elevadas a las prioridades de los atributos. Esta forma de sintesis es
independiente de la normalizacion empleada, habiéndose demostrado (Aguarén y
otros, 1995) que en el caso consistente, este método mantiene la ordenacién al
afadir o eliminar alternativas.

A la hora de establecer la relacion entre las prioridades y el pesar en AHP y con
objeto de facilitar la comprension de los resultados presentados, se va a considerar
una jerarquia con cuatro niveles. Los tres primeros niveles corresponden a la meta
global (nivel 1), criterios (nivel 2) y atributos o subcriterios (nivel 3); y el dltimo nivel a
las alternativas (nivel 4).

La notacion utilizada es la siguiente: H es la jerarquia con los cuatro niveles
mencionados (meta, criterios, subcriterios y alternativas) (véase Figura 3.1);
m es el nimero de criterios (Cj,j =1,...,m), n, el nimero de subcriterios para
el criterioj (j = 1,...,m) (SCH, = 1,...,nj), y n el namero de alternativas (A, k =
1,...,n). Se denomina w, (k) a la prioridad de la alternativa k en el subcriterio i (que a
su vez cuelga del criterio j), w,a la prioridad del subcriterio i con respecto al criterio |
y w; a la prioridad del criterio j con respecto a la meta (véase Figura 3.2).
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Figura 3.1. Jerarquia con cuatro niveles Figura 3.2. Prioridades locales en la jerarquia

En las condiciones anteriores, las prioridades totales de la alternativa k obtenidas
mediante la sintesis aditiva (w(k)) y multiplicativa (W(k)), son respectivamente:

wk) =3  w,w,,w,, (K) 3.1)
ji=1i=

WWis

oo
w(=0 O ;) (3.2)
==
En el caso de utilizar el método de normalizacion ideal, los valores correspondien-
tes a las prioridades anteriores se denotan porv(k) y V(k) respectivamente. Sus expre-
siones se obtienen sustituyendo wj,i(k) por vj_i(k) en 3.1 (sintesis aditiva) y 3.2 (sintesis
multiplicativa):

vk =3 & Ww,V,, (K (3.3)
=1 i=1

WiWisi

v =0 O b, ) 3.4)

donde
v (0 =w, (K, * (3.5)

siendo w, * = Max{w, (k); k=1,...,n}.y denotando porw, (k), w,; yw;, los elementos
de los vectores de prioridades locales normalizados segun el modo cfistributivo.
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3.2. Pesar evaluado en términos absolutos

Una primera aproximacion para evaluar el pesar es definir éste en términos abso-
lutos, esto es, a partir de las diferencias entre el valor 6ptimo y el valor asociado a
cada alternativa.

Definicion 3.1. (i) El pesar local de la alternativa k en el subcriterio i del criterio j,
medido en términos absolutos, (k=1,...,n;i= 1,...,nj;j =1,..,m), rj.i(k), se define
como:

R =w*-w,K (3.6)

donde
w,* = Max{w, (k);k =1,....n}.

El valorr, (k) representa la pérdida de prioridad local por no haber escogido aque-
lla alternativa con mayor prioridad en el subcriterio considerado.

(ii) El pesar de la alternativa k con respecto al criterio j, medido en términos abso-
lutos, se obtiene agregando los términos del pesar local de dicha alternativa corres-
pondientes a los subcriterios que cuelgan del criterio j, ponderados por las priorida-
des de dichos subcriterios con respecto al criterio j, esto es,

I, (k) :é. Wj*rjx'(k) j=1,...,m. (3.7)
i=1

(iii) El pesar total de la alternativa k, medido en términos absolutos, se obtiene
aplicando el principio de composicion jerarquica a los criterios considerados en la
jerarquia, esto es,

m

= awnk =¢

=1 j

Qos

é W, W, (K) (3.8
i=1

Este procedimiento para obtener el pesar total de las alternativas se extiende a
una jerarquia con un namero cualquiera de niveles, sin mas que aplicar el Principio
de Composicion Jerarquica a los términos que miden el pesar de las alternativas con
respecto a los elementos del ultimo nivel de la jerarquia.

Si se utiliza el pesar total, r(k), para la seleccion de la 'mejor' alternativa (problema
Pa), se elige aquella que tenga un menor pesar total.
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Teorema 3.1.

Si se utiliza la sintesis aditiva y el pesar es evaluado en términos absolutos, se
verifica que para toda alternativa A, k = 1,...,n, la suma de su prioridad, w(k) (dada
por la expresion 3.1), y su pesar, r(k) (dado por la expresion 3.8), es una constante,
esto es,

W(K) + r(k) = w* (3.9)
donde
3 g .
wr*=a a WW; Wi, (3.10)
j=1 i=1

es una constante independiente de la alternativa k considerada que representa la
prioridad ideal total, esto es, la maxima prioridad total que una alternativa (alternati-
va ideal) puede recibir en el problema concreto que se esta resolviendo.

DemosTtrAaciON: Suponiendo una jerarquia con cuatro niveles (la extension al caso
general se obtiene aplicando el principio de agregacion jerarquica), para cada alter-
nativa k (k = 1,...,n) el pesar total viene dado como la diferencia de dos términos:

(38) m nj (3'6) m nj
o o

r(k) = é a. Wjoxrj*(k) = é. a Wjox(W;x - ij(k))z

j=1i=1 j=1i=1

-

i n
. & o

WWi:Wis-a a Wjo*ij(k) .

1 j=1i=1

a

j=

m n
o O

uy

El primero (w*) no depende de las alternativas ni de los criterios, mientras que el
segundo coincide con la prioridad total de la alternativa k, w(k), dada en la expresion

m nj

3.1. El resultado queda como w* = w(k) + r(k), donde w* = @ & WW,,Wi; repre-

j=1 i=1
senta la composicion jerarquica de los valores maximos de las prioridades de las
alternativas respecto de los elementos del nivel inmediatamente superior al de las
alternativas (en el desarrollo anterior, los subcriterios).

Nota 1: El resultado anterior (Teorema 3.1) se verifica independientemente de
cual sea el método de normalizacién utilizado, siempre que las expresiones emplea-
das para calcular el pesar y la prioridad totales utilicen los mismos vectores de priori-
dades locales (Wj.i(k), W, ywj).
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Denotando por q(k) el pesar evaluado en términos absolutos cuando se utiliza la
normalizacion ideal se tiene:

Corolario 3.1. En las condiciones del Teorema 3.1, y aplicando el método de
normalizacién ideal se verifica que para toda alternativa A, k=1,..,n, lasumade
su prioridad total, v(k) (dada por la expresion 3.3), y su pesar total, q(k), es igual a la
unidad, o lo que es lo mismo, la constante w* del Teorema 3.1 es igual a 1, esto es,

v(k) +qk) =1

DemosTrACION: Basta demostrar que la constante del Teorema 3.1 es igual a la
unidad.
En el caso particular de normalizacion ideal, dicha constante es

é WisVis donde v, * = Max{v, (k); k=1,....n}, y v (K) = w, (K)/w,*.

||
||' QJOB

Con este metodo de normalizacion la maxima prioridad para cada subcriterio es

m nj ]

v, *= 1. Por tanto, v* = aaWW,x i =

nj
O
a Wix =1, ya que Wy W, son las
=1 i=1 i=1

|| QJOB

componentes de los vectores de prioridades locales de la parte superior de la jerar-
quia, que han sido normalizados segun el modo distributivo.

Corolario 3.2.

(i) La alternativa con mayor prioridad total es la alternativa con menor pesar total.

(i) Las ordenaciones alcanzadas maximizando las prioridades y minimizando el
pesar coinciden.

Nota 2: Este ultimo corolario refleja que la resolucion del problema P. a (seleccion
de la mejor alternativa) y P. g (ordenacion del conjunto de alternativas) por los dos
procedimientos descritos, AHP utilizando el método de sintesis aditiva y minimizacion
del pesar evaluado en términos absolutos, conducen a los mismos resultados. Ade-
mas, los valores obtenidos en las condiciones anteriores proporcionan, como solici-
tan Loomes y Sudgen (1982), el pesar de cada alternativa, justificando una interpre-
tacion de las prioridades basada en el pesar.

Nota 3: Al afadir o eliminar una nueva alternativa al problema, los w,; y w, no se
modifican pero si que puede que lo hagan los w,(k), y por tanto, el valor de w, * =
Max{wji(k); k =1,...,n}. Caso de producirse un cambio en éstos, el pesar asociado a
cada una de las alternativas se modifica y puede llegar a producirse el conocido
Problema del Cambio de Rango (Belton y Gear, 1983; Saaty, 1994a). Este hecho
permite dar una explicacion del problema del cambio de rango en AHP en términos
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del pesar. Es inmediato comprobar que con la normalizacion distributiva se verifica

ar=nw-1.

k=1

Nota 4: En diversos trabajos, los autores (Escobar, 1998; Escobar y Moreno-Jiménez,
1999) han demostrado que la expresion del pesar total evaluado en términos absolu-
tos (3.8) coincide con un caso particular de la Programacién por Compromiso. Esto
ha permitido relacionar varias Técnicas de Decisibn Multicriterio que estan siendo
ampliamente utilizadas en la literatura, como son: el Proceso Analitico Jerarquico, la
Programacion por Compromiso (Zeleny, 1973, 1982; Yu, 1973, 1985) y la Progra-
macion Jerarquica por Compromiso (Escobar y Moreno-Jiménez, 1997).

3.3. Pesar evaluado en términos relativos

Algunos autores consideran que al trabajar con prioridades medidas en escalas
de razén es mas adecuado utilizar cocientes en lugar de diferencias para evaluar las
divergencias o discrepancias entre los valores. Siguiendo esta idea y el modo
multiplicativo como procedimiento de sintesis se tiene:

Definicion 3.2.
(i) El pesar local de la alternativa k en el subcriterio i del criterio j, medido en
términos relativos, (k = 1,...,n;i=1,..., nj; j=1,..., m) se define como el cociente

entre el valor maximo de Ia prlorldad y eI valor de la misma:
R,(K)=w, *w, (k) (3.11)

(ii) El pesar de la alternativa k con respecto al criterio j, medido en términos rela-
tivos, se obtiene multiplicando los términos de los pesares locales de dicha alternati-
va correspondientes a los subcriterios que cuelgan del criterio j, esto es,

Eaew, 0
R(K) = géw_(k)g ji=1,..,m, (3.12)

(iii) El pesar total de la alternativa k, medido en términos relativos, se obtiene
utilizando el método de sintesis multiplicativo, esto es,

* Wik

&2 W. o

D pu;
R(K) = 9 O mé ,C:)l(R ()" (3.13)
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Tomando logaritmos en la expresién anterior, se tiene que esta forma de medir el
pesar es equivalente a utilizar la expresion del pesar obtenida utilizando el principio
de composicioén jerarquica para los logaritmos de las prioridades de las alternativas:

og Ry =& & w,w, (logw, - lagw, () (3.14)

j=1 i=1

Teorema 3.2.

Si se utiliza la sintesis multiplicativa y el pesar evaluado en términos relativos, se
verifica que para toda alternativa A,, k = 1,...,n, el producto de su prioridad, W(k)
(dada por la expresion 3.2) y su pesar, R(k) (dado por la expresion 3.13) es una
constante, esto es,

W(K)-R(k) = W* (3.15)
donde
I
W* ZQQ (st;) (3.16)

es una constante independiente de la alternativa k considerada que representa la
prioridad ideal total, esto es, la maxima prioridad total que una alternativa (alternati-
va ideal) puede recibir en el problema concreto que se esta resolviendo.

Demostracion: Aligual que en caso del pesar definido en términos absolutos, para
demostrar este resultado se ha considerado una jerarquia con cuatro niveles. El pesar
total expresado en términos relativos (expresion 3.13) puede desarrollarse utilizando
la definicion del pesar local (expresion 3.11):

n; WiWik

on WjWysi W A 56(W:x)
= 00(Rw) =O0FS: ~ =t
a ST 00w,

j=1 i=1

*

O

W
WK

Luego, R(k)-W(k) = W*, constante que no depende de la alternativa considerada.
Esta constante se obtiene componiendo de forma multiplicativa los valores 6ptimos
de cada uno de los subcriterios del problema, y representa la prioridad ideal total.
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Nota 5: El resultado anterior (Teorema 3.2) es independiente del método de nor-
malizacion empleado, siempre que las expresiones empleadas para calcular el pesar
y la prioridad totales utilicen los mismos vectores de prioridades locales (w]..i(k), W,y
wj).

Denotando por Q(k) el pesar evaluado en términos absolutos cuando se utiliza la
normalizacion ideal se tiene:

Corolario 3.3.

En las condiciones del Teorema 3.2, y aplicando el método de normalizacién ideal
se verifica que para toda alternativa A, k = 1,...,n, el producto de su prioridad, V(k)
(dada por la expresion 3.4) y su pesar, Q(k) esigual a la unidad, o lo que es lo mismo,
la constante W* del Teorema 3.2 es igual a 1, esto es,

V(K)-Q(k) =1

DemosTrAciON: Basta probar que la constante del Teorema 3.2 es igual a la unidad.
En el caso particular de la normalizacion ideal, dicha constante es

Doy
* = OO( ) , donde v, * = Max{y, (k); k=1,...,n} = 1 tal y como se

=1 i1

demostro en el Corolario 3.1.

L R
Por tanto, V* = O O (Vj*) =00 (1) =1.
j=1 i=1 j=1 i=1

Teorema 3.3.

En las condiciones del Teorema 3.2 se verifica que para toda alternativa A, , k =
1,...,n, el pesar total expresado en términos relativos obtenido a partir de las priorida-
des locales normalizadas con el método distributivo, R(k), y el obtenido a partir de las
prioridades locales normalizadas con el método ideal, Q(Kk), coinciden.

DemosTrAciON: Las expresiones del pesar evaluado en términos relativos partiendo
de los vectores de prioridades locales normalizados segun los modos distributivo e
ideal son respectivamente:

W Wik Wik

..Wj
Ju &v 0

RK) = 99 ,x(k); y Q= Jolq W OF
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Por definicion, v (K) = w, (K, >,y vji* = Max{y, (k); k = 1,...,n} = 1. Por tanto,

V. W
: A . L |
el cociente que aparece en cada término de la expresion de Q(k), v, (K = w,K)
que coincide con el cociente de cada término de R(k), luego R(k) = Q(K).

Corolario 3.4. En las condiciones del Teorema 3.2,

() R(k)-V(k) = 1.

(i) Las ordenaciones que se alcanzan maximizando las prioridades Wy V), y
minimizando el pesar total expresado en términos relativos (R y Q), coinciden.

DemosTrAciON: inmediato por los Teoremas 3.2, 3.3 y el Corolario 3.3.

En el siguiente cuadro (Tabla 3.1) se presentan para cada uno de los casos estu-
diados en este trabajo las expresiones de la prioridad total y el pesar total. Los casos
considerados son cuatro y dependen del método de sintesis y forma de evaluar el
pesar por una parte (la sintesis aditiva se ha asociado al pesar evaluado en términos
absolutos, y la sintesis multiplicativa al pesar evaluado en términos relativos) y del
método de normalizacién empleado por otra (normalizacion distributiva y normaliza-
cion ideal).

Tabla 3.1. Relaciones entre prioridades y pesar

Sintesis aditiva y pesar Sintesis multiplicativa y pesar
evaluado en términos absolutos evaluado en términos relativos
% 81 oo WiWjx
w(k) =a a ww;w; (K) wk) = OO (w,,(k)
Normalizacién e =
distributiva oo LW
r(k) = aaww, ( Wis = ij'(k)) R(k) = OO
j=1i=1 =1 i=1 ]X (k) 7]
w(k) + r(k) = W(K)-R(K) =
m I'\l oo WiWix
V() = A & Ww,V,, (k) V() = OO W:®)
Normalizacion == EWE!
ideal g o _.iji*
qk) =8 & Ww,, [V, - v, (k) Q(k) = BOE
j=1i=1 j=1 i=1 H(k)g
v(k) +ak) =1 V(k)-Q() =1
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4. Caso practico

En este apartado se utilizan las expresiones de pesar tanto en términos absolutos
como en términos relativos, para resolver un sencillo caso practico, en el que se
ponen de manifiesto los resultados demostrados en el apartado anterior. Concreta-
mente, el problema ha sido resuelto aplicando en primer lugar el método AHP con-
vencional y calculado el pesar en términos absolutos. En las dos aproximaciones
restantes se han obtenido las prioridades aplicando el método AHP en su version
multiplicativa y el pesar se ha evaluado en términos relativos, difiriendo en el método
de normalizacién utilizado. En la segunda aproximacion se han utilizado los vectores
de prioridades locales normalizados segun el modo distributivo, mientras que en la
tercera, se ha empleado el método de normalizacion ideal.

El problema considerado se ha modelizado considerando una jerarquia formada
por cuatro niveles: meta, criterios, subcriterios y alternativas. EI nUmero de criterios es
m = 2, y para cada criterio el nimero de subcriterios es también n, = n, = 2. El
namero de alternativas es n = 3. En la siguiente tabla se muestran las prioridades de
los distintos elementos con respecto a los elementos del nivel superior, cuando el
método de normalizacion empleado es el modo distributivo (puede observarse que
los elementos de los vectores de prioridades suman 1).

Tabla 4.1. Prioridades locales (normalizacion distributiva)

C1 C2
3/5 2/5
SC11 SCi12 | SC21 SC2.2
1/3 2/3 2/3 1/3
Al 0.1 0.2 0.2 0.4
A2 0.3 0.5 0.3 0.4
A3 0.6 0.3 05 0.2

Para construir la tabla de pesar en términos absolutos, se buscan los valores maxi-
mos de las prioridades de las alternativas con respecto a cada uno de los subcriterios
en la tabla de prioridades locales (Tabla 4.1). Estos valores maximos son 0.6, 0.5, 0.5
y 0.4 respectivamente para cada uno de los cuatro subcriterios. La tabla de pesar
queda:
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Tabla 4.2. Pesar local evaluado en términos
absolutos (normalizacion distributiva)

C1 C2
3/5 2/5
SC1,1 SC1,2 SC2,1 SC2,2
1/3 2/3 2/3 1/3
Al 0.5 0.3 0.3 0
A2 0.3 0 0.2 0
A3 0 0.2 0 0.2

Aplicando el método AHP convencional, se tiene que la prioridad total y el pesar
total medido en términos absolutos de las alternativas son:

Tabla 4.3. Prioridades y pesar totales
(sintesis aditiva y normalizacion distributiva)

Prioridad Pesar
Al 31/150 45/150
A2 59/150 17/150
A3 60/150 16/150

La ordenacion de las alternativas utilizando el método AHP convencional es, por
tanto, A3 > A2 > Al. Se alcanza la misma ordenacion al ordenar el pesar de menor
a mayor. Se observa que la suma de la prioridad y el pesar totales de cada alternativa
es constante e igual a 76/150, valor que también se obtiene de componer de forma
jerarquica los valores maximos de las prioridades de cada subcriterio, es decir el valor
de w* dado en la expresion 3.10.

La segunda aproximacion en la resolucion del problema planteado ha consistido
en utilizar el método de sintesis multiplicativo y obtener el pesar evaluado en térmi-
nos relativos, a los vectores de prioridades normalizados segun el modo distributivo.
En primer lugar se ha evaluado el pesar local en términos relativos:

Tabla 4.4. Pesar local evaluado en términos
relativos (normalizacion distributiva)

C1 C2
3/5 2/5
SC1,1 SC1,2 SC2,1  SC2,2
1/3 2/3 2/3 1/3
Al 6 5/2 5/2 1
A2 2 1 5/3 1
A3 1 5/3 1 2
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Las prioridades totales se obtienen aplicando el método de sintesis multiplicativa
a las prioridades locales dadas en la Tabla 4.1. Asimismo, el pesar total se obtiene
aplicando la sintesis multiplicativa a los términos que representan el pesar local dado
en la tabla 4.4.

Tabla 4.5. Prioridades y pesar totales
(sintesis multiplicativa y normalizacién distributiva)

Prioridad Pesar
Al 0,19096832 | 2,63586758

A2 0,38240121 | 1,31633269
A3 0,37411755 | 1,34547872

La ordenacion que se alcanza al ordenar las prioridades de mayor a menor o el
pesar de menor a mayor es: A2 > A3 > Al, que difiere de la alcanzada al aplicar el
método convencional de AHP. Se comprueba que para cada alternativa, el producto
de la prioridad total y el pesar total expresado en términos relativos es igual a una
cantidad constante: 0,50336721. Esta constante es igual a la composicion
multiplicativa de los valores maximos de las prioridades locales del ultimo nivel de la
jerarquia (expresion 3.16).

Una tercera aproximacion en la resolucion de este ejemplo ha sido la utilizacion
del modo ideal como método de normalizacién. Esta forma de normalizacion ha sido
utilizada unicamente en el dltimo nivel de la jerarquia, mientras que en la parte
superior de la misma, se mantiene como método de normalizacion el modo distribu-
tivo. Para el calculo de las prioridades totales se ha vuelto a utilizar el método de
sintesis multiplicativa y el pesar se ha evaluado en términos relativos.

En las siguientes tablas se muestran las prioridades locales al utilizar el método de
normalizacion ideal (Tabla 4.6) y el pesar evaluado en términos relativos a partir de
estas nuevas prioridades (Tabla 4.7).

Tabla 4.6. Prioridades locales Tabla 4.7. Pesar local evaluado en
(normalizacion ideal) términos relativos (normalizacion ideal)
Cl Cc2 Cil Cc2
3/5 2/5 3/5 2/5
SC1,1 SC1,2| SC2,1 SC22 SC1,1 SCl1l,2 SC2,1 SC2,2
1/3 2/3 2/3 1/3 1/3 2/3 2/3 1/3
Al 1/6 2/5 2/5 1 Al 6 5/2 5/2 1
A2 1/2 1 3/5 1 A2 2 1 5/3 1
A3 1 3/5 1 1/2 A3 1 5/3 1 2
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Para obtener la prioridad total y el pesar total asociado a cada alternativa se ha
utilizado como método de composicion el método de Sintesis de Razones, o0 método
multiplicativo.

Tabla 4.8. Prioridades y pesar totales
(sintesis multiplicativa y normalizacion ideal)

Prioridad Pesar
Al 0,37938173 2,63586758
A2 0,75968637 1,31633269
A3 0,74322989 1,34547872

La ordenacion que se alcanza es: A2 > A3 > A1, que coincide con la obtenida en
la segunda aproximacioén del problema que solo difiere de esta Ultima en el método
de normalizacion utilizado. Ademas, para cada alternativa, el producto de la priori-
dad total y el pesar es igual a la unidad, y se observa que los valores del pesar total
para los dos métodos de normalizacion considerados, distributivo (Gltima columna
de la Tabla 4.5) e ideal (Gltima columna de la Tabla 4.8) coinciden, tal y como se ha
demostrado en el Teorema 3.3.

Para concluir esta seccion mencionar que en el trabajo se ha incidido exclusiva-
mente en la relacion existente entre el pesar y las prioridades, tanto para sintesis
aditiva como multiplicativa. Las diferentes ordenaciones derivadas por ambos méto-
dos (son muy proximas) es una cuestion que se aleja del objetivo del estudio y que ha
sido ampliamente tratada en la literatura (véase para referencias Vargas, 1997).

5. Conclusiones y futuras lineas de investigacion

En este trabajo se ha encontrado la relacion entre el pesar, evaluado tanto en
términos absolutos como en términos relativos, y las prioridades obtenidas en AHP
para dos procedimientos de normalizacion (modo distributivo e ideal) y dos de sinte-
sis (aditiva y multiplicativa). Se ha probado que esta relacion es independiente del
método de normalizacion, y la forma que adopta depende del método de sintesis y la
forma en que el pesar es evaluado. Si la evaluacion del pesar se efectda en términos
absolutos y se emplea la sintesis aditiva la relacion es de tipo aditivo; y si el pesar se
evalta en términos relativos y se utiliza la sintesis multiplicativa la relacion es de tipo
multiplicativo.

En la relacién demostrada entre la prioridad asociada a una alternativa y su pesar,
se obtiene una constante que no depende de la alternativa considerada, y que repre-
senta la prioridad ideal, o0 méaxima prioridad que puede recibir una alternativa en el
problema concreto que se esta resolviendo.
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La relacion encontrada proporciona una interpretacion de las prioridades obteni-
das con AHP en términos de pesar, que ha permitido a su vez atender a la solicitud de
Loomesy Sudgen (1982) de considerar las valoraciones en términos de pesar para la
Toma de Decisiones en general. Mas aun, ha permitido dar una interpretacion del
problema del cambio de rango que se produce en AHP.

Por ultimo sefialar que la conexion existente entre prioridades y pesar ha permiti-
do relacionar varios enfoques multicriterio ampliamente utilizados en la literatura,
como el Proceso Analitico Jerarquico, la Programacion por Compromiso y la Progra-
macién Jerarquica por Compromiso, linea en la que actualmente estan investigando
los autores.
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