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RESUMEN

El modelo de buenos-malos riesgos considera que la poblacion o colectivo de asegurados de una cartera de
seguros tiene dos tipos de riesgos. Un porcentaje de ellos tiene una baja probabilidad de siniestralidad, son los
buenos riesgos; mientras que el resto tiene una alta probabilidad de siniestralidad, son los malos riesgos. En
esta situacion, una Unica distribucién de probabilidad no resultalo mas adecuado para modelar el proceso de
siniestralidad, siendo més sugerente una combinacion convexa de dos o més distribuciones. Hewitt (1.966) ha
utilizado la combinacion log-gammartog-gamma; Hewitt y Lefkowitz (1.979), la combinacién gammatlog-
gammay gammatlog-normal; Venter (1.991) la combinacion Poisson+Poisson, etc. Sin embargo, no aparecen
en laliteratura estudios de esta naturaleza considerados desde una perspectiva bayesiana.

En este trabajo se analiza € modelo de los buenos-malos riesgos desde un punto de vista bayesiano y se
realizaun andlisis de robustez del mismo utilizando una clase de distribuciones a priori dada por contaminacio-
nes de una distribucion fija.

Palabras Clave: Teoria de la Credibilidad; Buenos-malos riesgos; Robustez bayesiana; Clase de contamina-
cion.

ABSTRACT

Good and Bad models consider popul ation of an insurances portfolio hastwo types of risks. Thereare good
risks, which has low claims probabilities and bad risks with high claims probabilities. So we need a convex
combination of two or more distributions to model this situation. Hewitt (1.966) has used combination log-
gammat+log-gamma; Hewitt and Lefkowitz (1.979) used combination gammat+log-gamma and gamma+log-
normal; Venter (1.991) used combination Poisson+Poisson, etc. However, bayesian methodol ogy has not studied
this model.

In this work we analyzed the model of the good-bad risks from a Bayesian point of view and we will
measure the sensitivity of Bayesian Premium with respect to disturbancesin the prior distribution from therisk
parameter using a fixed contaminated class.

Key Words: Theory of Credibility; Good and Bad Risks; Bayesian Robustness; Contaminated Class.
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1. Introduccién

Lateoria de la credibilidad, en palabras de Hickmann (1974), se ocupa ddl gjuste sistema-
tico de las primas de seguros a medida que se obtiene la experiencia de reclamaciones. Sea
una pdliza (individuo) caracterizada por un parametro de riesgo desconocido g pertene-
ciente a una cartera de seguros (colectivo) cuyas reclamaciones vienen representadas por
unavariable aeatoria X que sigue una distribucién de Poisson de parametro g. En teoriade
la credibilidad se asume que € parametro de riesgo q tiene una distribucion a priori p,(q),
generamente denominada funcion estructura. Esta distribucién modela como se distribuye
la media de reclamaciones en la cartera de seguros.

Laidea centra de lateoriade la credibilidad es estimar la prima de riesgo desconocida

P(q) = E[X|q], dado t afios de experiencia X ,X,,...,X, , la prima del colectivo

Py, = QP [Py (@)da y laprimabayesianaPy, (% X, % )= QP (@)Po (A .. x Jda
donde po(q|xl,...,xt) es la distribucion a posteriori.

Los model os frecuentemente utilizados en teoria de la credibilidad asumen que € nd-
mero de reclamaciones en una pdliza de seguros tiene la distribucion de Poisson, con una
distribucion gamma a lo largo del colectivo de pdlizas para @ pardmetro de riesgo. En €
modelo de buenos-malos riesgos se supone que la cartera de seguros tiene dos tipos de
riesgos, los buenos riesgos con bajas probabilidades de reclamaciones, y |os malos riesgos
con atas probabilidades de reclamaciones. S suponemos, siguiendo los modelos habitua-
les de teoria de la credibilidad, una distribucion gamma para € pardmetro de riesgo en €
colectivo, un modelo como e anterior puede representarse como

P, (@) =a, Gala, b )+a, Ga(a, b,),

donde Ga(a, ,b ) representalafuncion de densidad gammade parametros a, >0, >0y
a, ya, son nimeros reales no negativos que suman la unidad.

Muchos trabgj os se han publicado en teoria de la credibilidad acerca de la gproximacion
bayesiana (Gémez et d., (2.000); Klugman, (1.992); Y oung, (1.998); entre otros), ninguno
de dlos en d modelo de los buenos-malos riesgos. El problema de interés en este articulo
sera e andlisis bayesiano de los buenos-malos riesgos que se ampliara con un andisis
basado en informacion a priori parcid. El andisis de robustez bayesiano ha recibido una
atencién considerable en las Ultimas décadas, ver por gemplo Berger (1994) para una
parondmica de diversas metodologias. En nuestro caso, para redizar un andisis de esta
natural eza supondremos que & actuario esincapaz de especificar una Unica distribucion de
probabilidad para e parametro deriesgo y Unicamente es capaz de especificar unaclase de
distribuciones a priori. Una clase particularmente intuitiva y flexible es la clase de conta-
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minacion dada por G ={p(q)=(1- e)p,(a)+eq(@): q1 Q}, donde e mide la incerti-

dumbre sobre ladistribucioninicid y Q eslaclase de contaminaciones posibles. Estaclase
ha sido utilizada en un andisis bayesiano genera en Berger (1994); Berger y Berliner
(1986); Moreno y Cano (1991), Sivaganesan y Berger (1989), entre otros.

El articulo esta organizado de la siguiente manera. En la seccion 2 se presentan los
digtintos tipos de primas de seguros, obteniéndose sus expresiones para € principio de
primaneta. La seccion 3 consta de una descripcién del modelo de los buenos-malos riesgos
en su version clasicay bayesiana. En la seccidn 4 se proporcionan los resultados funda:
mentales para llevar a cabo un andlisis de sensbilidad de la prima bayesiana. Finalmente,
las secciones 5 y 6 concluyen con diversas ilustraciones, comentarios findes y posibles
extensiones.

2. Primaderiesgo, primacolectivay primabayesiana

Sean X, X,,..., X, variables aeatorias rea-vauadas independientes e identicamente
distribuidas. Estas variables representan el nimero de reclamaciones de un asegurado en
los ditimos t afios de vigencia de la pdliza o asegurado. Sealadistribucion de X, ,i =1,...,t

dada por f (x|q) , dependiente de un pardametroreal i QI A , y denominado en térmi-
nos actuariales parametro de riesgo.

Un principio de cdculo de prima P asigna a cada riesgo una prima que depende del
pardmetro g que se denomina prima de riesgo. En @ supuesto de utilizar € principio de
prima neta, lafuncion P viene dada por

P (@) = ¢ xf (ax. ®

Obsérvese que esta prima no esta expresada en términos monetarios. En la practica,
para calcular la prima monetaria se asume una indemnizacion fija por siniestro, ¢, de agui

que la prima que |a compafiia cobraria al asegurado seria CP (CI) :

Uno de los principales topicos en teoria de la credibilidad es precisamente la incerti-
dumbre del parametro de riesgo (Freifelder, 1974; Gémez et a., 2000; Herzog, 1996;
Klugman et a., 1998, entre otros). Si & actuario conoce la distribucion del parametro de
riesgo g dentro ddl colectivo de la comparia de seguros alaque pertenezca el asegurado, la
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prima de riesgo se podra estimar mediante la denominada prima colectiva, notada por Pp*0 :
gue se define como

P, = QP (@)p,(a)da. ©

Si seincorporalaexperiencia de siniestralidad dada por € nimero de reclamaciones del
asegurado en los Ultimost afios, notadas X, , X, ,..., X, , Sepuede determinar laprimabayesiana
gue se define como

*

Ry (M) By (6,%, .. %) = QP (@)Rs (A%, X, % Jda &)

enlaque m= é:ﬂx /'t esd estadistico minimal suficiente dado por la media muestral

y po(q|xl X% xt) la distribucion a posteriori, que se cdcula

)= (%X fa)p, (@)

po(q|xl,X2,---th p(Xl’X2’""Xt|p0) |

donde p(xl,xz,...,)qq|p0) es la distribucién margina o predictiva

3.Modelodelosbuenos-malosriesgos

El modelo de los buenos-mal os riesgos considera que la poblacion o colectivo de asegura
dos de una cartera de seguros tiene dos tipos de riesgos, los buenos riesgos, con una baja
probabilidad de reclamaciones y los mal os riesgos, con atas probabilidades de reclamacio-
nes. Un model o de esta natural eza puede representarse mediante una mixtura de dos distri-
buciones. Esto es, @ modelo que asumiremos seré € siguiente:

X, ~f(Xq), i=1..t, qT QI A,

2 2
p@)=aap) aa-=1

i=l i=l

Estudios de Economia Aplicada, 2001: 175-187 « N°. 18



IiNDICE

Bueno ¥ MaLos RiEscos EN SEcUros. B PunTo DE Vista BAayEsIANO... 179

donde X eslavariable aeatoria que representa el ndmero de reclamaciones del asegurado

en e periodo i, i.i.d. con funcion dedensidad f (x|q) dependiente de un pardmetro q. Este
parametro, a su vez, se distribuye en € colectivo como una mixtura de dos distribuciones

(distribuciones a priori) p,(q) y p,(a)-
Laprimade riesgo es ahoraigud que en (1) y la prima colectiva es, de (2)

P, = QP [@po(a)da = P [afa, p. () +2, p, (a)da

=a,QP (a)p.(@)dq +a, §P (a)p. [)da,

es decir, una suma convexa de la prima col ectiva obtenida para cada uno de los riesgos en
gue se considera dividido € colectivo, los buenos y malos riesgos.

El clculo de la prima bayesiana requiere obtener primero la distribucion a posteriori de
g. Estaviene dada por,

o flmbab, @)
P ) O f(makp,(a)da

__ af(majp.(a)+a,f(ma, ()
2, f (i, (a)da+a, ) f (ma)p.(a)d

ap,dm)Q) f (malp.(a)da +a,p, Gm)Q) | (mIQ)p
a,Q f(majp,(a)da +a, ¢y (mIQ)

=a;p,(om)+a;p,(qm), @

,p(m|p) , CoN éaj =1.

donde a; =
_a;p(mpp,) =t
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Ahoralaprimabayesianaes, de (3) y (4)
P, (m) = oP (@feip (em)+ajp, m)da
=a; OP (a)p,(am)da +a; P (a)p. (dm)da

=a,P (m) +a P (m),

es decir, de nuevo, una suma convexa ahora de la prima bayes ana obtenida para cada uno
de los riesgos en que se considera dividido € colectivo, los buenos y malos riesgos.

4. Analisisbayesiano con entrada menosrigida

La metodologia bayesiana habitual, como hemos comprobado en la seccién anterior, se
compone de los siguientes pasos.

 Laédeccion de una distribucién a priori inicial. En nuestro casopo(q) , que viene dada

por la suma convexa de dos distribuciones a priori,p,(q) y p,(q)-

» La combinacion de la distribucion a priori con la informacion muestrd, utilizando €
teorema de Bayes, para obtener la distribucion a posteriori, que nos permite cacular la
prima bayesiana.

Sin embargo, d andisis bayesiano ha recibido numerosas criticas por parte, sobre todo,
de los no bayesianos. Estos frecuentemente argumentan que la especificacion en e modelo
de la distribucion a priori inicia es dificil. Para los bayesianos, por € contrario, supone la
conducta adecuada, pero solo s € investigador es capaz de discriminar de manera muy
fina su juicio acerca de diferentes distribuciones de probabilidad. La conclusion es realizar
un andlis's de robustez o de sensibilidad.

El andlisis de robustez bayesiano se ocupa de estudiar la sensibilidad de las respuestas
bayesianas (en nuestro caso la prima bayesiana) ante la incertidumbre de las entradas (en
nuestro caso la distribucién a priori). Nuestra aproximacion a problema, pues, consistira
en:

 Especificar una clase de distribuciones a priori compatible con las creencias iniciaes
del actuario, en vez de una distribucion a priori singular; esta clase recoge la incerti-
dumbre en la especificacion de la distribucién a priori.

Estudios de Economia Aplicada, 2001: 175-187 « N°. 18



IiNDICE

Bueno ¥ MaLos RiEscos EN SEcUros. B PunTo DE Vista BAayEsIANO... 181

 Obtener € rango de variacion de la prima bayesiana cuando la distribucion a priori

varia en la clase de distribuciones a priori especificada

Esdecir, 3 Geslaclase dedistribuciones a priori especificada, € objetivo es determinar
los extremos inf{ P, (m); pT G} yd sup{ P (m);pT G}, donde m es la observacién
muestral. S la diferencia entre estos dos valores es pequefia se dice que & modelo es
robusto , en otro caso se habla de falta de robustez.

Una familia que permite redlizar un andisis de sensibilidad como € sefidado eslaclase
de contaminacion (Berger (1994); Berger y Berliner (1986); Moreno y Cano (1991);
Sivaganesan y Berger (1989); entre otros). En ela la distribucion a priori del paréametro
esté dentro de una clase de distribuciones a priori de laforma

G, ={p=0- e)p,+eq:ql Q}, ®)

enlaque el [0 ;L] determinala cantidad de incertidumbre en la distribucion a priori inicia

y Q es una clase se posibles contaminaciones. El siguiente teorema muestra la manera de
obtener e rango de variacion dela prima bayes ana parala clase contaminante Q* = {todas
las digtribuciones de probabilidady} .

Teorema
inf P, (m) =inf R(q),
8 A, dQ
sup P, (m) = supR(q),
W al Q
donde

Demostracion. Parala clase en (5), la distribucion predictivade m dada p es

p(mlp) = (- &)a, plmip,)+a, pmip, )] + e plmq).
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Luego, del calculo de la distribucidn a posteriori p(q|m) resulta sin muchas complica
ciones,

o ) = (1- € p(mpp, )P, () +egP (@) f (ma)ala)da
" (1- € p(mlp, ) +edf (mia)a(a)da

AN

(- A plmp . (m) +e¢s ) (miaklela

u

(1- e)gl a, p(mp )§+ec‘>f (ma)ala)da

Ahora, inf{P. (m); pT G(;Q*} y sup{ P’ (m); pT Ge,Q*} se obtienen de aplicar d lema
A.l. en Sivaganesan y Berger (1989).

Para el modelo que nos ocupa, en que X tiene la distribucion de Poisson de parametro q
y g sigue en e colectivo unadistribucion p, (q) =a, Gala, b )+a, Ga(a, b,), & rango

de variacion de la prima bayesiana se obtiene aplicando € siguiente corolario, que es con-
secuencia inmediata ddl teorema anterior.

Corolario.

2
S X sigue una distribucion de Poisson de parametro gy q ~p0(q) = é a Ga(a1. ,b,) se

i=1

tiene:
i P () =int "M Re(0)
PIC, & do R+ R3(CI)
sup P (m) = sup RpP,(m)+R,(q)
PIC, & alQ R, + Rs(Q)
R, = (- e a2 (o +tm-1) R, (a)
donde ™1 T\ ee-lai (b| _ 1)! (a1 +t)q+tm J RZ(Q):ee-tqqtmﬂ y Rs(Q): q .
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Como medida de la robustez, Sivaganesan (1991) propone € factor de sensibilidad
relativa RS, que adaptado a nuestro modelo viene dado por

RS = sup{ Pp* (m); pl Ge,Q* }: inf{Pp* (m);pT Ge,Q*}' 100%,
2P (m) ’

Po

y que indica € porcentaje de variacion de la prima bayesiana calculada para P Ge-g
arededor delacalculadapara p, .

5. llustracion numérica

En esta seccidn ilustraremos |as ideas expuestas anteriormente con un gemplo numérico.
Supongamos que & nimero de reclamaciones de una poliza de seguros esta representado
por una variable aeatoria X que se distribuye segiin una Poisson de pardmetro q.

El actuario esta convencido de que & nimero medio de reclamaciones en € colectivo, la
cartera de seguros que incluye a la pdliza anterior, estal que las reclamaciones superiores
a4 son muchismo menos probables que reclamaciones por debajo de dicha cantidad. Una
distribucion de lamedia de reclamaciones en € colectivo que verifique dicha caracteristica
puede venir dada por

P, (01) =0.8Ga(2,4) + 0.2Ga(3,30),

cuya gréfica aparece en lafigura 1, asi como la distribucion a posteriori de la misma para
las medias muestrales observadas 2, 5y 8.
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Figura 1. Distribucionesapriori y a posteriori paralasdistintas medias muestrales.

1

|II¥ ' Dibstrtacian & paat i) )
|| Diksdrltacldn & possion par una meda mueatal 2
3t ’

[sEw i ]

Dibsdrkbucldn & podtedarl pars Uk madia museatral &
Disatiederah b posteorl parm und meds muestral 4 .

Media de reclamesicnes

Tomaremaos como valor de ¢, la cantidad media de indemnizacion por siniestro, € valor
de 100 unidades monetarias (u.m.).

Antes de obtener la informacion muestral, la prima que cobraria la compafiia asegura-
dora a los clientes de esta pdliza seria la prima neta colectiva, cuyo vaor es de 360 u.m.
Después de observar € nimero de reclamaciones en |os Ultimos t=10 afios se obtienen las
primas bayesianas que aparecen en latabla 1 paralas medias muestrales 2,5y 8. Obsérvese

que Pp*0 (m) estd més proxima a Ppt (m) parael mayor @; , como eraprevisible.

Tabla 1. Prima colectiva y bayesiana para diferentes medias muestrales

Qo

m{ P | P |R =

2
aPy | P(m) | P (m) a a; |Pn(m=aar, (m)

iy
ﬂ'
iy

200 1000 360 200 38461 | 0999 | 0111 200.000
200 1000 360 450 61538 | 0.938 | 0.062 460.250
8 | 200 | 1000 360 700 | 846.153 | 0.01 0.99 844.771
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En la figura 2 se muestra @ rango de variacion de la prima bayesiana, asi como los
vaores del factor RS para las distintas medias muestrales. Hemos tomado como grado de
contaminacion valores desde 0.1 hasta 0.5 con pasos de 0.1 unidades. Dicho factor toma
los mayores valores param=5, seguido de m =8y dem =2. Ciertafatade robustez conduce
a pensar en la posibilidad de incorporar d modelo propiedades de las distribuciones a
priori que permitiesen reducir € rango de variacion de la prima bayesiana, como pudiera
ser la bimodalidad.

Figura 2. Rangos de variacién de las primas bayesianas monetarias
en funcion del grado de contaminacion

1000 an

A0GF

aoc

o
=
=
N Eang
a4 anct ——
= al
=1 L
20—
0 . . ; . . . .
1] a1 02 0.3 0.4 ] 0 0.1 0.z 0.3 0.4 [nk
o da contaminacian Grado de contaminagién
= Medla rossiraed ¥ Media muasizled
#  Modia mussimks % Madiz rueetralab
2 Medla rmussirame O _Madia muaatral=4

Comparando las figuras 1 y 2 se observa como la mayor fata de robustez (caso m=5)
coincide con la mayor distancia entre la distribucion a priori inicia y la distribucion a
posteriori paraeste caso. Lamenor distanciaocurre parael caso m=2, que esel que presen-
tamayor robustez. Esto es asi paravalores del grado de contaminacion de hastael 40%. A
partir de aqui € caso m=8 es mas robusto. La fata de robustez del caso m=5 puede
interpretarse considerando que con la distribucién a priori inicia eegida, las reclamacio-
nes més probables son 2 y 10, luego una media de reclamacion de vaor 5 es muy poco
frecuente, y de ahi la carencia de robustez manifiesta en este caso.

6. Conclusionesfinalesy extensiones

En este articulo se ha ilustrado € uso de la metodologia bayesiana clésica y robusta para
andlizar la prima bayesiana en un modelo de los buenos-malos riesgos en seguros.
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Para cacular la prima bayesiana se requiere de la especificacion de una distribucion a
priori inicia para el parametro de riesgo por parte del actuario. La incorporacién de esta
distribucion a priori en d modelo ha sido objeto de critica por parte de los no bayesianos,
de ahi que se trate de salvar esta Situacion utilizando una clase de posibles distribuciones a
priori. Este es @ fundamento ddl andisis bayesiano robusto, cuya metodologia proporcio-
naun rango de variacion de la prima bayesiana, asequible para que la compafia de seguros
pueda tarificar un riesgo.

La clase de todas las distribuciones de probabilidad utilizada en este articulo puede
contener, sin duda, numerosas distribuciones en nada compatibles con las creenciasinicia
les del actuario, por 1o que € factor RS puede estar tomando vaores mayores de los que
debiera. Una modificacion sustancia en € teorema 1 puede llevarse a cabo s € actuario
considera conveniente utilizar Unicamente aquellas distribuciones a priori que, como la
inicial, sean bimodales. Esto llevaria consigo una reduccion en los valores del factor RS.
Esta modificacion es posible dada |a flexibilidad de la clase de e-contaminacion, que per-
mite modelar las creenciasiniciades del actuario sin que surjan demas adas complicaciones
de indole matemética.

Por Ultimo, digamos que la metodologia seguida en este articulo es susceptible de ser
aplicada a otros principios de célculo de primas distintos del de prima neta presentado aqui
(una excelente revision de los mismo puede consultarse en Hellmann, 1989).

* Los autores agradecen muy sinceramente |os comentarios de un evaluador anénimo que han ayudado a
mejorar este trabgjo.
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