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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es e andlisis matemético-financiero de algunas condiciones necesarias que han
de verificar las leyes financieras dindmicas que son favorables, desfavorables o indiferentes a la escision del
plazotemporal.

Teniendo en cuenta que la exigencia de continuidad en la definicion de ley financiera no implica su
derivabilidad, estas condiciones necesarias se refieren a un planteamiento genera de no derivabilidad, por 1o
gue se relacionala convenienciade escindir €l plazo temporal con las derivadas por laderechay por laizquier-
da de laley. Como consecuencia, se demuestra que, en € caso particular de leyes financieras derivables, esta
propiedad transforma las leyes favorables o desfavorables en leyes escindibles.
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ABSTRACT

The aim of this paper isthe mathematical and financial analysis of several necessary conditions verified by
the dynamic financial laws that are favourable, unfavourable or indifferent to the division of the temporary
period.

Taking into account that the condition of continuity in the concept of financial law does not imply its
derivability, these necessary conditions refer to a general approach of non derivability, so the convenience of
splitting thetimeisrelated with thelateral derivatives (from theleft and from theright) of thelaw. Asconsequence,
it is shown that, in the particular case of derivability, the favourable or unfavourable financia laws are
decomposable.

Key words: Financial law, decomposable, favourable, additive, subadditive, derivable.
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1. Introduccién

El problema de la conveniencia en la escindibilidad ha sido tratado en la matemética finan-
ciera desde diferentes puntos de vista. En Furst (Furst: 1960, pp. 56-78) se estudian las
consecuencias sobre la ley al fraccionar la cuantia invertida en una operacion financiera,
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dandose por supuesto la no homogeneidad de laley con respecto alas cuantias. Si intenta-
mos extrapolar agunos de estos resultados a la escindibilidad del plazo tempora surgen
caracterizacionessimilaresen € caso de leyesfinancieras estacionarias (Cruz y Valls: 1996
y 1997). Sin embargo, surge un problema adicional cuando pretendemos trabgar con leyes
financieras dinamicas, puesto que € célculo diferencia es ahora en derivadas parciales,
demostrandose que los resultados obtenidos ahora generalizan |os obtenidos anteriormente
en e caso estacionario.

Para dllo, este trabajo se estructura de la siguiente forma: en la Seccién 2 se proponen
las definiciones de leyes financieras favorables, desfavorables y escindibles, y de funcio-
nes aditivas, subaditivas y superaditivas, que suponen una herramienta intermedia para
caracterizar lasleyesfinancieras correspondientes. En la Seccién 3 se establecen condicio-
nes necesarias, valiéndonos de las derivadas laterales, acerca de la conveniencia de inte-
rrumpir € flujo; tratamos de ordenar en esta seccion las diferentes situaciones en cuanto a
la derivabilidad parcid, tanto para e caso dindmico como para el estacionario. Por Ultimo,
en la Seccion 4 aplicamos | os resultados obtenidos anteriormente a caso derivable, demos-
trando cOmo esta propiedad matematica “suaviza’ la ventagja o desventgja producida por
unaley favorable o desfavorable.

2.Preliminares

Definicion 2.1. Unaley financiera esunafuncion:
F:A3® A,
(ct, @) ® F(ct,a),

gue cumple las siguientes condiciones:
(1) F(ct,a) = ¢ F(1,t,8).
Enlo que sigue, diremosqueF(1,t,a) = F(t,a) eslaley financiera unitaria:
F(ct,a) = c F(t,a).
(@S a< b,0 < F(t,a) £ F(t,b).

Se dice que F(t,a) es d resultado u output de aplicar sobre € capita financiero (1,t) el
plazo o input tempord a.
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Analiticamente escribiremos:
DF(t,a), 0
“Da
S F(t,a) fuese derivable respecto aa:

TF(t.a),
fla '
(3) F(t,0) = 1.
(4) F(t,a) escontinuarespecto aa.

Definicion 2.2. Sellama dominio D de unaley financiera F(c,t,a), a subconjunto de A3
formado por las ternas (c,t,a) que verifican las condiciones (1), (2), (3) y (4) de la defini-
cién de ley financiera

Teniendo en cuentala homogeneidad de grado 1 con respecto ac delaley financiera, €
dominio de cudquier ley tiene la forma:

D= AxD,xD,, sendoD,, D, A.

Restringiendo la definicidn anterior a la ley financiera unitaria, obtenemos la siguiente:
Definicion 2.3. Sellamadominio temporal D, deunaley financieraF(c,t,a) a subconjunto
de A2 formado por los pares (t,a) que verifican las condiciones (2), (3) y (4) del concepto
de ley financiera unitaria.

Evidentemente se verifica que:

D,=D,xD,; D= AxD,.
Definicion 2.4. Decimos que unafuncion:

fD® A /(tX)® f(t,X)

es subaditiva cuando, paratodo (t,xl)T Dyx, con (t+x1,x2)y(t,xl+x2)T D, severifica
que:

f(t,x)) + f(t+x Xx,) £ f(t.x,+X,).
Andogamente, diremos quef(t,x) essuperaditiva S:

f(t,x) + f(t+x x,) 2 f(tx,+X,).
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De mismo modo, lafuncion f(t,x) sera aditiva, cuando verifique que:

f(t,x)) + f(t+x, X)) = f(tx+X,).

Gréfico 1
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Definicién 2.5. Decimos que laley financiera:
F:D® A /(t,a)® F(t,a)

esfavorableala escindibilidad, o smplementefavorable, cuando paratodo (t,a) 1 D,y
bl D, con (t+ab),(tat+b) T D, severificaque:

F(t,a) F(t+a,b)® F(t,athb),

es decir, e montante resultante de desplazar un capita un periodo a, interrumpir la opera
cién y renovarlainmediatamente, desplazando a continuacion € montante obtenido en t+a
durante un periodo b, es mayor o igual al montante que se obtendria s se desplazase €
capita inicia durante € periodo a+b de una sola vez sin interrupcion.

En d gréfico n° 1 podemos ver esta situacidén cuando nos movemos hacia delante, es
decir, 9 F es una ley financiera de capitdizacion. O bien, en € gréfico n° 2 cuando nos
movemos hacia atras, es decir, S F es de descuento.

Andogamente, diremos queF(t,a) es desfavorable a la escindibilidad, o Smplemente
desfavorable, s:

F(t,a) F(t+a,b) £ F(t,a+b).
Dd mismo modo, F(t,a) serda escindible s:

F(t,a) F(t+a,b) = F(t,a+b).
Definicion 2.6. Decimos que laley financiera:

F:D® A /(t,a)® F(t,a)

es parcialmente favorable cuando paratodo (t,a) T D,yb ] D, taesquea-b> 0(ayb
tienen & mismo signo), con (t+a,b), (t,a+b) 1 D,:

F(t,a) F(t+ab) 3 F(t,a+b).

Obsérvese gque esta definicion es equivaente a exigir que F sea favorable cuando se
emplea sdlo como ley de capitalizacion o sdlo como ley de descuento.

Andogamente se define ley financierapar cial mente desfavorable.
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3. Condicionesnecesariaspar alaescindibilidad deleyesfinancieras

Teorema 3.1. Unaley financiera F(t,a) esfavorable (respectivamente desfavorable) si
y solos f(t,a) = In F(t,a) es superaditiva (respectivamente subaditiva).
Demostracion. Esevidente.

Teorema 3.2. SeaF(t,a) unaley financiera
i) S F(t,a) esderivable por laderecha, una condicion necesaria para que seafavora-
ble es que:
ff(t+ax)| , ()
T[X |x:0" ﬂX |x:a" .

i) S F(t,a) esderivable por laizquierda, unacondicién necesaria paraque seafavora
ble es que:

M(t+rax) g I(tx)
X o TX

x=a’

iif) S F(t,a) es derivable, una condicion necesaria para que sea favorable es que:

Tt (t +a,x)| =‘|1f(t,x)|
S P Y

Demostracion. i)
S F(t,a) es una ley financiera favorable, paratodo (t,a), (t+a,b) y (ta+b) T D
entonces:

"
F(ta)F(t+ab) 3 F(tatb).

Por ser In una funcidn estrictamente creciente:
f(t,a) + f(t+a,b)3 f(t,a+b).

Dedonde, paratodoh>0 T D,
f(t,a) + f(t+ah) 3 f(t,at+h),

f(t+a,h) f(t,a+h)-f(t,a),
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s dividimos por h y hacemos € limite cuando h tiende a cero:

imf(trah) o f(ta+h)- f(ta)
h®0 h h® 0
i f(t+a0+h)- f(t+a0)  f(ta+h)- f(ta)
h® 0 h h®0 h !

De donde;

TM(t+ax)| , T(t.x)
ﬂX |><:0* ﬂX |><:a* ’

i) Andoga a la anterior.
i) Es evidente teniendo en cuentai) y ii).

Teorema 3.3. SeaF(t,a) unaley financiera
i) S F(t,a) esderivable por laderecha, una condicion necesaria para que sea desfavo-

rable es que:
9if (t +a,x)| c Kif (t,x)|
ﬂX |x:0‘ ﬂX |x:a‘ '
i) S F(t,a) esderivable por laizquierda, unacondicion necesaria para que sea desfavo-
rable es que:

TM(t+ax)| , T(t.x)
ﬂX |><:0' ﬂX |><:a' '

iii) S F(t,a) es derivable, una condicidn necesaria para que sea desfavorable es que:

f(t+ax) _TF(tx)
™ heo X e

Demostracién. Andogaalaanterior.

Teorema 3.4. SeaF(t,a) unaley financiera
i) S F(t,a) esderivable por laderecha, unacondicion necesaria para que seaescindible
es que:
9if (t +a,x)| _1f (t,x)|
ﬂx |>(=0+ ﬂX |x=a* '
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i) S F(t,a) esderivable por laizquierda, unacondicion necesariaparaque seaescindible
es que:
T(t+ax) _Tf(tx)
ﬂX |><:0' ﬂX |><:a' '

iii) S F(t,a) es derivable, una condicién necesaria para que sea escindible es que:
Tt (t +a,x)| :ﬂf(t,x)|

ﬂx |x:0 ﬂX |><:a .

Demostracién. Es consecuenciadelosteoremas 3.2y 3.3.

Ejemplo 3.1. Laley financiera F(t,a) definida por:

_i1h(t)a,sa30

1E(t’a)_%g(t)a,si a<0’

siendo h(t) cualquier funcion positivay decreciente (con respecto de t) y g(t) cualquier
funcion positiva y creciente tales que:

g(t) 3 h(t'), paracualesquieraty t’,

esdesfavorable.

Demostracion.
» Siendo ay b postivos:

f(t,a+b) = h(t) (a+b) = h(t)a+ h(t) b 3 h(t) a+ h(t+a) b= f(t,a) + f(t+a,b).
» Siendo ay b negativos:

f(t,a+b) = g(t) (a+b) = g(t) a+ g(t) b3 g(t) a+ g(t+a) b= f(t,a) + f(t+a,b).
» Siendo a pogitivo, b negativoy at+b postivo:

f(t,a+b) = h(t) (a+b) = h(t) a+ h(t) b 3 h(t) a+ g(t+a) b= f(t,a) + f(t+a,b).
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» Siendo a postivo, b negativoy a+b negativo:

f(t,a+b) = g(t) (a+b) = g(t) a+ g(t) b3 h(t) a+ g(t+a) b= f(t,a) + f(t+a,b).
» Siendo a negativo, b postivoy a+b postivo:

f(t,atb) = h(t) (a+b) = h(t)a+ h(t) b 3 g(t) a+ h(t+a) b= f(t,a) + f(t+a,b).
» Siendo a negativo, b postivoy a+b negativo:

f(t,a+b)=g(t) (atb)=g(t)a+ g(t) b 3 g(t) a+ h(t+a) b= f(t,a) + f(t+a,b).

Ejemplo 3.2.

_j2-arctgt,a® 0
“La+arctgt,a<0

f(t,a) Ct] ] ¥

Observamos cdmo, efectivamente:
* h(t) = 2- arctgt espositivay decreciente,
* g(t) = 4+ arctgt espodtivay creciente,
* g(t) esmayor que h(t) paratodo valor det,
debido aque d recorrido delafuncidn arc tg t es d intervao [-1,1].

Corolario 3.1. SeaF(a) unaley financieraestacionaria.

i) S F(a) esderivable por la derecha, una condicidn necesaria para que sea favorable
es que:
f,’(0) 3 f,’(a).

i) S F(a) esderivable por laizquierda, una condicion necesaria para que seafavorable
es que:
f'(0)£f’'(a).

i) S F(a) esderivable, una condicion necesaria para que sea favorable es que:

f(0) = ' (a).
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Corolario 3.2. SeaF(a) unaley financieraestacionaria.

i) S F(a) esderivable por laderecha, una condicion necesaria para que seadesfavora-
ble es que:
f,"(0) £ f,’(a).

i) S F(a) esderivable por laizquierda, una condicion necesaria para que sea desfavo-
rable es que:
f'(0) 3 f'(a).
iii) S F(a) esderivable, una condicion necesaria para que sea desfavorable es que:
f(0) = f'(a).

Corolario 3.3. SeaF(a) unaley financieraestacionaria.

i) S F(a) esderivable por laderecha, una condicion necesaria para que sea escindible
es que:
f,(0)=f,(.
i) S F(a) esderivable por laizquierda, unacondicion necesaria para que sea escindible
es que:
f'(0)=f"(a).

iii) S F(a) esderivable, una condicién necesaria para que sea escindible es que:
f(0) = f (a).

Teorema 3.5. Sea F(a) unaley financiera estacionaria derivable por laderechay, ade-
mas, derivable por laizquierdaen 0. Una condicion necesaria para que sea favorable es
que:

f'(0) £f,(a).

Demostracion.

S F(a) es unaley financiera estacionaria favorable, paratodo a, b 1 D,, cona+b ] D,,
entoncesF(a)F(b) 3 F(a+b).
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Evidentemente, por ser In una funcion estrictamente creciente:
InF(a) + InF(b) 3 InF(a+b).
Llamando f(a) = InF(a),
f(a) + f(b)3 f(at+b).

Dedonde, paratodo hT D,,h<0,cona+ h1 D,
f@+f(h)® f(a+h),
f(h)* f(a+h)-f(a)

Dividiendo por h y haciendo tender h a cero:

f(0) £ f,'(a).

Teorema 3.6. Sea F(a) unaley financiera estacionaria derivable por laderechay, ade-
més, derivable por laizquierdaen 0. Una condicion necesaria para que seadesfavorable es
que:

f7(0) @ f,’(a).
Demostracion. Andogaalaanterior.

Teorema 3.7. Sea F(a) unaley financiera estacionaria derivable por laderechay, ade-
més, derivable por laizquierdaen 0. Una condicion necesaria para que sea escindible es
que:

f ) =1, (a).

Demostracion. Andogaalaanterior.

4. Caso particular: ley financieraderivable

Teorema4.1. Unacondicion necesariay suficiente paraque unaley financieradinami-
ca F(t,a) derivable seafavorable es que sea escindible.
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Veamoas, en primer lugar, que lacondicién es necesaria. S F(t,a) esderivabley favora-
ble, se verifica por € teorema 4 iii) que:
M(t+zx)| _ T (t,x)
S PR P
Integrando respecto dezentre Oy a:

2Tf (t+2,x) _ aff(t,x)
dz= QO o dz
ﬂX x=0 ﬂX X=z ,
quedaria:
H(t+2z) = f(t.z); .
gque esigua a
H(t+a) - H(t) = f(t,a) - f(t,0).

De donde:

F(t,a) —-e H(t+a) - H(t),

con lo que queda demostrado que F(t,a) es escindible (Gil Pdéez: 1992, pp. 112-119 y
Levi: 1974, pp. 70-77).

Es trivid que la condicion es suficiente.

Teorema 4.2. Unaley financieradindmica F(t,a) derivable es desfavorable, s y solo s
F(t,a) esescindible.

Demostracion. Andogaalaanterior.

Corolario 4.1. Unaley financiera estacionaria F(a) derivable esfavorable, s y solo s
F(a) esla capitalizacién compuesta.
Demostracion. Es evidente teniendo en cuenta que la Unica ley financiera estacionaria

escindible es la capitalizacion compuesta.

Corolario 4.2. Unaley financiera estacionariaF(a) derivable es desfavorable, s y solo
s F(a) esla capitalizacion compuesta.
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5. Justificacion practicay conclusiones

Laredidad de los mercados financieros nos evidencia una situacion actual cambiante
de lostipos de interés. Esto provoca gque los procesos financieros descriptivos de las leyes
financieras sean continuos, pero no derivables, en un conjunto finito o infinito numerable
de instantes.

Si lasituacion es de subida de intereses, laley resultante es favorable (véase definicion
2.5.), por lo que, teniendo en cuenta las ganancias adicionales que podria obtener € inver-
sor d escindir € plazo tempora de la operacion, conviene modelizar la expresion de laley
financiera en este caso.

Asdi, lainterpretacion geométrica del teorema 3.2. es la siguiente:

S
P

— Tt b

S dibujamos todas las f(t,a) de una misma ley financiera, obtendremos una curva para
cada instante t. Esta situacién se da en la préctica cuando hay una evolucion d azade los
tiposdeinterés. Por gemplo, s € interésent esdeun 10% y ent+a esde un 12%, eslogico
gue sea conveniente (evidentemente, suponemos que se trata de una operacién de inver-
sion) escindir la operacion en t+a, en lugar de continuar sin interrupcion desde t, puesto
que para el tiempo que resta desde € instante t+a hasta e final de la operacion financiera
el interés obtenido sera superior en un 2%. En consecuencia, la ley seré favorable a la
escindibilidad.

Lamodelizacion se hallevado a cabo en cuanto alas derivadas laterales porque, cuando
laley es derivable, se demuestra que es escindible (teoremas 4.1.).

Andlogas consideraciones son establ ecidas cuando la situacion es de bajada de los tipos
deinterésy laley es desfavorable (teoremas 3.3. y 4.2.).

* Esta version incluye todas las correscciones sugeridas por € evaluador, las cuales nos han parecido
oportunasy por las que quedamos muy agradecidos.
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