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RESUMEN

Los alipicos u outliers innovacionales (1Q), en el limite (ssto es, asintdlicamente y considerandoe un
tamano de dichos autliers suficientemente grande) no producen efecto alguno en lus funciones de
auvtacarrelacién.  Esto implica que la presencio de |C nos llevario, en el limite, a identificar
correctamente el proceso generador de la serie tempora! ohiete de estudio.  El objetiva de este
articulo consiste en analizar mediante un gjercicio de simulacian el cumplimiento de este resultada
teério {limite); en cancrets, se frota de analizor si, efectivamente, para cualguier tamofmo de outliers
innovacianales presentes en uno serie lemporal, los tunciones de autocorrelucion muestrales no se
ven afectadas por dichas atipicos.
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1. Introduccién

Las series temporales se encuentran frecuentemente contaminadas por
observaciones espureas que son inconsistentes con el resto de los datos de la
serie femporal. A tales observaciones (atipicas) se les denomina habitualmente
como outliers. Estos outliers pueden llegar a causar verdaderos estragos en el
andlisis de series femporales, afectando a tedas y cada una de las etapas del
método propuesto por Box y Jenkins {1976) para el andlisis univariante de series
temporales: identificacidn, estimacién, chequeo y prediccién.

Los efectos de los observaciones aftipicas sobre dichas etapas de la
modelizacién Box-Jenkins, sin embargo, no son los mismos para cualquier tipo
de outlier. De hecho, de entre los distintos tipos de outliers considerados en la
literatura (ver Hillmer et al., 1983, Chen y Tiao, 1990 y Chen y Liu, 1993}, en
Trivez {1993, 1994a, 1995) puede verse como los efectos en la estimacién y
prediccion de los modelos ARIMA son bien distintos segun cual sea el atipico
considerado. Por lo que respecta al outflier innovacional {Innovational Qutlier,
10), gque es aquel suceso que afecta a la serie de innovacién del proceso ARIMA-
ver la seccidn 2-, Trivez (1994b) ha demostrado que el no tratamiento del mismo
no produce sesgo alguno en la estimocion de los coeficientes de los modelos
ARIMA, mientros que, por lo que respecta o la prediccidn, si bien no afecta a la
exactitud de las predicciones puntuales, si que incrementa la amplitud de los
intervalos de confianza de dichas predicciones, afectando, en consecuencia, al

contenido informative de dichos modelos. ]

El objetivo de este articulo consiste en analizer si la existencia (y no
tratamiento) de los outliers innovacionales producen algin efecto en g
especificacién  {identificacion) del proceso estocastico subyacente o la serie
temporal objeto de estudio, esto es, en la funcién de autocorrelacién muestral
(FACM), que denotaremos mediante {rl}. En este sentido, Chan {1995} ha

analizado el comportamiento limite tedrico de la FACM para  distintos tipos de
outliers, demostrando que en el limite, mientras que la presencia de un outlier
aditivo lleva a eliminar totalmente la informacién contenide en la FACM (lo que
nos conduciria a la identificacién de procesos estocdsticos tipo ruide blance, con
independencia del proceso estocdstico generador de la serie libre de outliers), en
el caso del outlier innovacional, éste dejard en el limite invariable la FACM. Esto

' Los términos "exactitud” y "contenido informativo” daben entenderse de acuerdo con la nomenclatuta enunciada
en Aznar (1989}, Trivaz {1992) y Aznar y Trivez (1893).
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significa que, en el limite (esto es, asintdticamente y para un tamano del outier
tendente a infinito) los 1O no producen ningun error de especificacian, esto es,
conducen a identificar el proceso estocéstico generador de la serie libre de
outliers.

En este articulo se trata de analizar mediante un ejercicio de simulacién si este
resultado limite tedrico conocido se produce para cualquier magritud de los 1O
presentes en las series temporales. Para ello, el articulo se estructura como sigue.
En la seccion 2 se presenta la notocién y el resultado (asintdtico) tedrico referido
a las consecuencias que los outliers innovacionales tisnen sobre la FACM; a
contfinuacidn, en la seccién 3 se presentan los principales resultodos del ejercicio
de simulacion efectuado, el cunl se ha restringido a dos de los procesos
estocdsticos mas habitualmente considerados en lo literatura, el AR(1) v el MA(1).

2. Comportamiento limite de la FACM ante la presencia de outliers
innovacionales

Denominemos y a la serie temporal objeto de estudio y 7a o misma serie
temporal, pero libre de outliers. Suponiendo que 7 sigue un proceso ARIMA

(p,d.,q), escribiremos:

(LY =Ly =6(L)a, (2.1)
donde:

o(Ly=1-d .02 —..—p.L”:  O(Ly=1-8,L-8,2— -6, 19
| 2 I ! 2 q

son operadores estacionarios e invertibles, esto es, foles que las raices de ¢{L) =
Dy 8(L) = O caen fuera del circulo unitario, donde L es el operador de retardos,

tal que LSx = x , sin raices comunes, y siendo a wna secuencia de variables
aleatorias que se distribuyen idéntica e independientemente con media cero y

, )
varianza O} .

Unao forma alternativa de escribir {2.1) es:

2 =y(Lya, . Wl =14y Lyl +..= 0Ly o(LY(1-L)¥ (2.2)
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Ademas, denotando por P, la funcién de autocorrelacion para el modelo (2.1),

a partir de lo cuol puede coracterizorse diche modelo, Yo estimacién de dicha
funcidn permite identificar a partir de una serie temporal el modele ARIMA gue

subyoce a lo mismal. En consecuencia, el estimador que utilizaremos para la
identificacién de los modelos ARIMA es la FACM (1)), que se definen como sigue:

|
z()’l *y)(h—i’”?)

_ =+

T
Z(ﬁ _Y)z

t=1

(2.3)

20

donde: V= T

A diferencia del outlier aditivo {AQ), que es un suceso (efecto externc) que
afecta a una serie {output] en un sélo instante temporal t = 1.}, el gutlier

innovacional {IO) es aquel suceso que afecta a la serie de innovacién {a}, y cuyo

efecto se propaga en conformidad con el modelo ARIMA del proceso, afectando
a los valores observados después de su ocurrencia. Lo representaremos, por
tanto, como sigue:

y, =z, +oy(L)g (2.4)
dande:

;:Ji.sit:[” 2.5

o st '

es la variable que representa la presencia o ausencia del outlier, siendo o el
efecto de dicho outlier,

En un modelo con outlier innovacional como el definido en (2.1) y (2.4), Chan
(1995) demuestra que asintéticamente, y considerando que la magnitud del

' Como as bien conocido, también puede caracterizarse el modsle ARIMA a partir de la funcién de autocorrelacion
parcial. De hecho, el proceso de identificacion suele llevarse a cabo atendiendo a la estimacidn de ambas funciones
de autccorrelacion. Sin embargo, bastara con que nos ¢entremos, de momenta, en la funcion de autocorrelacion,
dadoe que la funcién de autocorrelacion parcial siempre puede escribirse en términos de Ia primera.

INDICE
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outlier tiende a infinito, el coeficiente de autocorrelacion muestral tiende al
coeficiente de autocorrelacién poblacional. Esto es:

lim ( plim ;) =p; (2.6)

T—ee —pmo -

A partir de (2.6) podemos concluir que o presencia de un outlier innovacional
en una serie temporal no produce, en el limite, sesgo alguno en lu FACM, esto
es, conduce o identificar correctomente el proceso ARIMA generador de la serie
libre de outliers innovacionales. Ahora bien, este resultade limite tebrico, 2se
cumplird para tamanos de 1O mds pequefos? Para responder a esta cuestién,
en la préxima seccion se lleva o cabo un sjercicio de simulacién eonsiderando
dos modelos ARIMA concretos, el AR(1) y el MA[T).

3. Ejercicio de simulacion

3.1. Proceso AR(1)

En el case del proceso AR{1), la seric libre de autliers se modelizard como:

7= 07y by ] <1 {3.1)

Dicho proceso AR(1) puede caracterizarse a partir de la funcién de
autocorrelacion () v la funcion de autocorrelacién parcial {¢j;), que son iguales,
en este caso, Q:;

_ jcb], para j= |

pi=0l parajzli ¢y = 0, pura j>1 (3.2)
Esta misma serie, pero con un 1O, se escribird, ver (2.4), como:
v, =z oyl (3.3)
siendo:
7, = (laql)]lj: w(L):(l—_l&lr): 1+¢]L+¢2L2+... (3.4)
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A partir de {3.3) y (3.4) se obhserva como el 1Q causa un efecto en la serie
observada en el periodo t, de magnitud w, que se propaga en el future, si bien
con un efecto cuya magnitud va decreciendo. Esto es, se cumple:

Jz, . parat <t
Yi = i . . (3.5)
1 l""l + m(p-]'_. parat=1,+1, 1=1.2,..T=1t

Los expresiones (3.3) y (3.4) pueden generalizarse al caso en que acontezean
k outliers innovactonales, escribiendo:

k
Yo= st 2o LIg, (3.6)
il
con 7y Wi{l.) definidos como en {3.4), e indicande la variable impulso E.v_h la

ocurrencia en el periodo (; del 1O j-ésimo.

Comenzaremos el gjercicio de simulacién! obteniendo una serie temporal {z;}

de diferentes tamofos muestrales (T=100, 200, 900), generada a partir de un
procesc AR{1), expresion (3.1), considerando los siguientes valores de los
pardmetros del modelo: ¢; = {0.5, 0.8} y 6, = 1. Una representocién de una
serie temporal generada por un proceso AR(1) con ¢ = 0.8 y T = 200 se
muestra en la figura 1.

A continuacién, se ha simulado la serie temporal con un outlier innovacional,
{ye}, para los mismos tamafos muestrales y valores de los pardmetros del
modelo AR{1) enunciados mas arriba, y suponiendo los siguientes tamafios
(magnitudes) de los outliers w = {5, 10, 15, .., 100}.2 Para comprobar si el
etecto del outlier depende del instante temporal {mdés o menos préxime al inicio o
final de lo serie) en que tiene lugar, se ha repetido el ejercicio comentado
considerando t, = {0.17, 0.5T, 0.95T}. En la figura 2, en la que se recoge una
serie temporal simulada para los mismos valores de los pardmetros que la serie
de la figura 1, pero con un outlier innovacional de magnitud ~ © = 106, y ty =

0.1T = 20, se comprueba cdmo se cumple el efecto del IO enunciado en (3.5).

' El programa informatico utilizado ha sido el SCA {Scientific Computing Associates), ver Hudak et al. (1891).

2 Qbsérvase que como g, = 1, las magnitudes de los O considerados estan expresados directamente en términos
de desviaciones tipicas del término de emor del proceso generador de datos.
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Figura L.- Scric generada por un proceso AR(H con ¢, =08, 0 = 1. T =200,
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Figura 2.- Serie generada por un proceso AR(1) -con b, =08, 0,=1-yun
[Oen t,=20.de magnitud = 10. T =200.
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Cuadre 1.- Valores medios de las FACM y FAPM de las series simuladas mediante un proceso AR(1) con un 1. (¢; = 0.8)

: T=100 T =200 =900

o 0 & 10 20 B0 100 0 5 10 20 50 100 0 5 10 20 50 100
n= ‘1 0762 0761 0762 0769 0778 0779 0777 0779 0773 Q785 07139 Q7900 ©793 0795 £796 0795 €797 079
0.757 0761 0771 0778 0779 0779 0.781 0784 0789 0.790 0.7% 0797 0797 0798 0798
0754 0751 0.755 0757 0.758 0778 0780 0732 0787 0.78% 0795 0797 079 0797 0798
I, ¢.578 0576 0575 0587 0600 0602] 0602 0604 0603 0614 0620 0623] 0631 0631 0633 0631 0634 0.636
0.567 0575 0591 0600 0602 0605 0608 0613 0620 0623 0.632 0634 0634 0636 0.636
0562 0557 0555 0556 0.558 0603 0606 0609 0618 0620 0.632 0635 0634 0636 0.636
Iy 0.435 0432 0428 0443 0458 0460 0465 0467 0466 0478 0486 0488 0501 0501 0504 03500 0504 0506
0418 0428 0450 0458 0460 0468 0471 0478 0485 0488 0503 0505 0505 0307 0507
0408 0401 0391 0388 0390 0464 (468 0473 (482 0483 0502 0506 0504 0506 0.507
T, 0322 0318 0313 0331 0345 0346 0357 0359 0357 0370 037% 0381 0397 0397 0400 0395 0401 0402
0303 0314 0336 0344 0346 0359 (362 0371 0377 0381 0,399 0402 0402 0403 0.403
0220 0272 0258 0245 0.245 0355 0359 0365 0373 0375 0399 0403 0400 0403 0403
Iy 0.231 0228 0224 0241 0254 (255| 0273 0275 0272 0285 0293 0294 0315 @315 0317 0311 0317 0319
0214 0226 0246 0253 0255 0274 0276 028 0290 0295 0317 0320 031% 0321 D321
0194 0164 0137 0118 0116 0269 0272 0279 0286 0287 0316 0321 0317 0320 0321
2 -0.016 -0.019 -0022 -0016 -0.013 -0.013]| -0.010 -0.011 -0.009 -D010 -0.006 -0.006( -0003 -0.003 -0.002 -0004 -0.002 -0.002
-0.027 -0016 -0.013 -0.014 -0.013 -0.009 -0010 -D.009 -0.008 -0.005 0003 0002 0002 -0002 -0.001
-0.029 -0.026 -0.038 -0.040 -0.040 -0.011 -0.011 -0.011 -0.00& -O.DCISJ -0.003 -0.001 -0.002 -0.001 -0.001

871

opooydy Blwouosy ep soIpnsg
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El mismo procedimiento descrito se ha replicads 1000 veces para cada una
de los posibles combinaciones respecto a tamafo muestral, valor de los
pardmetros, magnitud del 1O y periodo de ocurrencia del mismo, caleulando
para cada una de dichas combinaciones el valor medio, tanto de las cinco
primeras  autocorrelaciones  muesirales, como de las  dos  primeras
avtocorrelaciones parciales muestrales.  En el cuadro 1 se presentan los
resultados obtenidos considerando que el coeliciente autorregresivo es igual a

0.8.1 En este caso, segun se desprende de (3.2), los coeficientes de
autocorrelacidn,  y autocorrelacion parcial, tedricos son: p,— 0, = 0.8, p, =

0.64, p,=0512,p,=041,p, = 03280, =0.

Los resultados que se incluyen en el cuadro 1 deben interpretarse como sigue.
En la primere columna, para cada tamaio muestral (T), esto es, cuando @ = 0,

se incluyen los 1 y 0 j; correspondientes a las series simuladas a partir de un

procesc AR(1} con ¢, = 0.8 y sin observaciones atipicas; por lo que respecta a las

restantes columnas, correspondientes a series simuladas a partir del mismo
procesc AR(1), perc con outliers innovacionales de tamano ®, oparecen fres
valores para cada coeficiente de autocorrelacion, correspondientes a cada uno
de los instantes temporales en que se ha supuesto que fiene lugar el 1O; en
concreto, los valores superiores son los correspondientes a suponer que el 1O
tene lugar ol principio de la muestra (en t; = 0.1T), los volores centrales

corresponden a un 1O en mitad de la muestra {t; = 0.5T) vy, por Gltimo, los

valores inferiores son los relativos o la ocurrencia del 1O al final de la muesira (en
iy = 0.95T).

Los resultados del cuadro 1 son concluyentes en lo concerniente al
cumplimiento del resultado tedrico escrito en (2.6).  En efecto, el outlier
innovacional no produce sesgo significativo alguno en las estimaciones de las
FACM y FAPM del proceso AR{1) generador de la serie. Tan sélo en el caso de
series temporales de tamano reducido (T = 100), se producen algunos sesgos
significativos en los coeficientes de autocorrelacién, si bien con independencia de
la inclusién, o no, de ocutliers innovacionales en las series.

' los resultados correspondientes al caso en que @, = 0.5 no se adjuntan por no aportar ninguna infarmacién
adicional.
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Tamaho del outlier
IFigura 3.- Coeticiente de autocorrelacion muestral de primer orden de series
simuladas a partir de un proceso AR(1) con ¢, = 0.8 y un 10. Efecto del

tamano del IO para varos taimaios muestrales.
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Figura 4.- Coeficiente de antocorrelacion muestral de segundo orden de series
simuladas a partiv de un proceso AR(1) con ¢, = 0.8 y un 10. Efecto del

tamaiio del 10 para varios tamaiios muestrales.
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Para tamanos muestrales mas grandes {por ejemplo, T = 200), los valores
de los coeficientes de autocorrelacion muestrales con, y sin, 10 son
practicamente idénticos; en todo caso, la aparicion de outliers innovacionales
antes que producir sesgos, ‘o que tienden es a reducirlos, tal y como puedes
observarse a partir del cuadro 1 y de las figuras 3 y 4, en las que se recogen
los coeficientes de autocorrelacion muestrales de primer y segundo orden de
series simuladas o partir del proceso AR{1} con g = 0.8y un O de tamano ®
= 5, 10,..., 100, que acontece en &l periodo correspondiente a la mitad del
tamano muestral considerado

3.2. Procesoc MA(])

En el caso del proceso MA(1), la serie libre de outliers se modelizard como:
zo=a, -8, o)< (3.7)

Lo funciones de autocorrelacidn y autocorrelacion parcial que caracterizan a
este procesc difieren de las anteriores, yo que los coeficientes que chora se

anulan a partir del orden del proceso son los 1j. En concreto, dichas funciones de
autocorrelacion son iguales a: '
—9) para j=1
. para = , 2
— !+8]2 O —e-;('l_-el) ary i | 18
Pj— i T | g2tith para = (3.8)

I
0, para ] > |

La serie con un 1O se escribird, nuevamente, como en (2.4}, pero teniendo en
cuenta que ahora z; y W(l.}serdn iguales o:

z,=(1-8,L)a, : w(L)=8(L)=(1-8 /L) (3.9)

Desde (2.4 y (3.9) se deduce que, o diferencia de lo que ocurrio en el caso de
un proceso AR{1), en el caso de un MA(1), el 1O causa un efecto en la serie
observada en el periodo de ocurrencia del mismo (t4) ¥ en el periodo siguiente.

Esto es, sustituyendo (3.9) en (2.4), se obtiene:

y, =7z, tol-0/L)§ =z +0f —wb g _, (3.10)



INDICE

172 Estudios de Feonomia Aplicada
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Figura 5.- Seric generada por un proceso MA(1) con 8,=08.0,=1T=200

- R

10 ; ' -”Serie co’rr-urlOiri

a oeoones Serie original

1 21 4 61 81 1M 121 141 161 181

Figura 6.- Serie gencrada por un proceso MA(L) -con 8, = 0.8, G, = [-yunlOen
t, = 20, de magnitud @ = 10. T =200,
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Y, en consecuencia, el etecto del 1O sobre la serie se concreta en:

‘,’.1, parat < LU

4, T, parat =1
y, = (3.11)
£ — mi—)l . paral=t

t v+ |

Z . p.ihlt}tm]

En los figuras 5 y 6 se representan, respectivomente, uno serie temporal
generada por un proceso MA{1) con 6 =08yT —~ 200 sin ningln outfier, y

con un 1O de magnitud 0 — 106 que acontece en el periodo 20 de lo serie (t,
= 20).

El ejercicio de simulacion que hemos llevado a cabo pora series generadas a
partir de procesos MA(1) con 1O es idéntico al expuesto en el apartade 3.1, La
Unica diferencia entre ambos ejercicios de simulacién reside en que, como
consecuencia de (3.8}, hemos obtenido sélamente la media de las dos primeras
autocorrelaciones muestrales, frente a las cinco del caso AR(1); aunque, por
contra, se han calculado siempre las medios de las cinco primeras
autocorrelaciones parciales muestrales, frente a las dos que se calculaban en el
apartado 3.1,

En el cuadro 2 se presentan los resultados obtenidos cansiderando que 8, =

0.8. En este caso, los coeficientes de autocorrelacion, y autocorrelacién parcial,
0, = -0.221, ¢, = -0.166, ¢, = -0.126,p, = Q.

A partir de los resultados incluidos en el cuadro 2 se observa el
cumplimiento del resultado tedrico escrito en {2.6), confirméndose que, al menos
en los modelos analizades, la presencia de atipicos innovacianales {de cualguier
tamano) no produce efecto negativo alguno en la estimacién de las funciones de
autocarrelacion.
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Cuadro 2.- Valores medios de las FACM y FAPM de las series simuladas mediante un proceso MA(1) con un IO (8 = 0.8)

T=100 =200 ) =900
© 0 5 10 20 50 100 o 5 10 20 50 100 0 & 10 20 5O 100

l']=* 11| .0.481 -0479 -0483 -0485 -0.488 -0488) -0.482 -0485 -0484 -0486 -0487 -0488| -0487 -0486 -0487 -0486 -0487 -D.487
-0.478 -0486 -0485 -0487 -0483 -0.485 -D 484 -0484 -D486 -0.488 -0.486 -0.487 -0486 -0.487 0.488

-0.430 -0.487 -0.434 -0.487 -043% «0.484 -0.483 -0484 -0.4838 -D488 -0.486¢ -0.487 -0487 -0.488 -0.487

k7 -0.313 -0.309 0315 -0315 -0.313 -0314| -0312 -0.313 -0.313 -0313 -0.313 -0313| -0.311 -0.313 03312 -0.312 -0.313 -03%2
<0309 -0312 -0319 -0313 -0213| -0.313 -0.312 -0312 -0313 -01313 -0.313 -0311 -0.313 <0312 -0312

-0,305 -0.317 -0.313 -0.313 -0.313 -0.311 -0.314 -0314 -0312 <0312 -0.313 «.¢:312 0313 03131 -0313

433 0210 -0211 -0.216 -0.219 -0.223 -0.223| -0.216 -0.214 -0.216 -0220 -0222 -0.222| -0.220 -0.220 -0.220 -0.221 -0.219 -0.222
-0.211 -0.215 -0217 -0.222 -0223 -0.214 -0.215 -0.222 -0.222 -0222 -0.221 0220 0220 -0221 -0.221

~0.215 -0.213 -0.221 -0.224 -0.222 -0.214 -0.217 -0221 -0223 -0222 -0.220 -0.221 0219 0220 -0.221
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T, -0.004 -0.003 -0005 -0.004 -0001 -0001}-0003 -0.002 -0003 -0002 -0.001 0000] 0000 -0.002 0001 -0.001 -0.002 0.000
0004 0003 -0006 -0.001 -0.001 0002 0002 -0.003 -0.002 0001 -0.003 0.000 -0.002 -0.001 0001

0.000 -0.001 -0.004 -0.001 0.000 -0.001 -0.004 -0.004 0.001 0.000 -0.003 0.000 -0.001 0000 -0.000
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