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Una metodologia para el control por
muestreo de cuentas economicas

MARIANO RUIZ ESPEIJO

Universidad Nacional de Educacion a Distancia

RESUMEN

Presentamos una metodologia estadistica para el control por muestreo de cuentas econdmi-
cas. Asumimos el moedelo de poblacién finita fija para la estimacion insesgada en auditorias,
contabilidad y estimacién de macromagnitudes como la renta nacional, el total defraudado o
la proporcion de unidades defraudadoras. El control infiere sobre tales pardmetros con no
respuesta, errores de medida y en algunos casos tamaifios desconocidos de los estratos de po-
blaciones oblicuas de tipe econdmico.
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ABSTRACT

We present a statistical methodology for the control by sampling of cconomic accounts.
We assume the fixed population model for the unbiased estimation in auditing, accounting
and estimation of macromagnitudes as the gross national product, the disappointed total or
the proportion of units with fraud. The control infers on such paramcters with nonresponse,
measure errors and in some cases strata unknown sizes of skewed populations of economic
kind. ‘
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Dad al César lo que es del César-...

1. Introduccion

En este trabajo se presenta una metodologia basada en técnicas de “muestreo
probabilistico de poblaciones finitas”, mppf, que garantizan imparcialidad den-
tro de cada estrato en la seleccién de un subconjunto de unidades a observar y,
en su caso inspeccionar algunas unidades también por mppf, de un conjunto de
unidades contables, datos econdmicos que contribuyen como un sumando més a
uno o varios parametros medidos en ‘unidades monetarias”, wm., u otras que
interesan ser conocidos por las autoridades y expertos sin necesidad de un estudio
y reconocimiento exhaustivo de cada una de tales unidades.

Este método muestral representa una sustancial ganancia en tiempo (para
disponer de informacién precisa), ahorro de recursos {en medios de comunicacién
y econémicos) y de trabajo humano, necesarios para una recogida de datos y
recuento censal o exhaustivo de los mismos, aunque con la incorporacién de medios
tecnoldgicos informaticos para su procesamiento.

Algunos trabajos recientes en este tipo de investigaciones son los de Arm-
strong et al. (1993), Fuller (1991), Lavallée et al. (1988), Pechman (1990) y
Press (1995), que usan técnicas de muestreo en economia, auditoria, hacienda,
etc. En este contexto se sitia la contribucion metodoldgica que presentamos me-
diante muestreo bifasico con estratificacién en la segunda fase y asumiendo pobla-
ciones finitas oblicuas (skewed), cuando se involucran errores de declaracién, no
respuesta o datos faltantes, e incluso desconociendo en algunos casos los tamarios
de los estratos. En estas condiciones se aportan estimadores insesgados del total
econémico declarado, del total econdmico verdadero (y de la renta per cdpita),
del total defraudado, estimando insesgadamente la varianza de los estimadores
empleados, incluyendo estimaciones por intervalo de la proporcion de unidades
que defraudan con un nivel de confianza acotado inferiormente por 1 — a.
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2. Control por muestreo de cuentas econémicas

Desde el punto de vista estadistico existen diversas maneras de abordar cl
estudio de cnentas econdémicas en las que el “total de unidades monetarias™, s
el resultado de una suma de un gran mimero de términos correspondicntes a
partidas contables, personas fisicas o incluso personas juridicas, que contribuyen
con sumandos fijos en las mismas u.m. al total que intercsa conocer. '

El planteamiento que sugerimos en este trabajo consisie en conocer una pobla-
cién finita o “conjunto de unidades identificadas” que denotamos por U (univer-
50),

U={12,..,%,..,N},

sicndo N el tamano de la poblacién finita, 0 mimero de unidades en {/.

El identificador # lleva asociado una unidad contable: una {aciura, una persona
fisica accesible, una empresa, un capital, una tierra, etc. que contribuyen con una
variable econdmica verdadera x al total econémice verdadero en wm.

N
X' =Y z=NX"
i==1
Sin embargo en la practica la variable econémica declarada o reflejada en la
informacién inicial, por la unidad ¢, es el valor z;. El total declaredo en u.m. sers,
entonces
N o
X=)z=NX
i=1
El fraude total, F, sera entonces el total verdadero X' menos el total declarado
X:

N N
F=X'—.X=Z(I;“-Il)=2f,=NF
i=1 i=1
El fraude pare lo unidad ¢ serd t; = x! — x,, cnando esta diferencia sea no nule
y vulnere la normativa legal correspondiente a cada caso. En tal caso, la unidad
i defrauda. La proporcidn de defravdadores de la poblacién U serd:

N

-]
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en donde

d = 1 sila unidad ¢ si defrauda
* 7 ) 0 sila unidad ¢ no defrauda

y el total de unidades defroudadoras en la poblacién U es I
N —_—
D = Zd,ﬁ = ND
i=1

. El problema econémico-estadistico a resolver consiste en que conociendo el
tamarfio de la poblacién, N:

1. Estimar sin sesgo F', X' y D, ya que no se dispone de recursos para obtener
todos los datos z) y =; (: = 1,2,..., N} al ser N un nimero extraordinariamente
grande (como en la renta nacional) o miy grande (como en auditorias).

2. Estimar sin sesgo las varianzas de los estimadores nsados en el punto 1.

Otro problema es:
3. Estimar por intervalo la proporcién de unidades defraudantes, 1.

Cuando para toda unidad ¢ € U, ¢, = 2! — 2; = 0 (sin [fraude en todas las
unidades ¢ de la poblacién U}, entonces F = D =0y X' = X. En tales hip6tesis
de trabajo, pnede usarse la técnica de muestreo estratificado especial introducido
por Dalenius (1957) en poblaciones infinitas, y que puede utilizarse también para
poblaciones finitas. Esta estratificacién especial consiste en que la poblacién se
divide en dos estratos de tamafios conocides Ny y Ny, con N = Ny + N,. El
estrato 1 contiene las unidades pequenas, que se muestrean en un mimero n,
(2 < ny < N); mientras que el estrato 2 recoge a las unidades grandes y que
contribuyen usualmente més a los totales X', X y F, realizando un censo en este
estrato {ny = N,) coincidiendo el tamafo muestral en el segundo estrato, iy, CON
el propio tamaifio del estrato, N,. El estimador a usar para estimar el total X
cuando existen unidades grandes, es la generalizacién del citado en el problema
de “jOh! Calcuta” por Rao (1994, pp. 106-107) adaptado cuando N, > 1:

X = N1:TI1 + Xz,

donde Z, es la media muestral en el estrato primero con disefio mas-n; {muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento de tamaiio n;) y X, es el total del estrato
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segundo. Su varianza es

y su estimador insesgado es
V(X)) =NV (),

donde V (#;) es un cstimador insesgado del pardmetro V (%1). De hecho, este
método requiere conocer N y Ny (No = N — Nj), y supone la inexistencia de
fraudes y de no respuesta (o datos faltantes o missing data), algo que puede ser
una hipdtesis de trabajo aceptable en ciencias exactas, fisicas, naturales, etc. pero
dificilmente cierto en ciencias econdmicas, empresariales y sociales.

Ya el profesor Glasser {1962) utiliz6 el estimador correspondiente de la media
poblacional, X, en poblaciones finitas del tipo econémico que aqui estudiamos

= X

X ==

= Wiz, + WoXs,
N 121 + Wo X,

donde W; = N;/N, X2 = X,/N, y ademis investigé condiciones para la estratifi-
cacién 6ptima, supuesta la ordenacién de los datos de menor a mayor. En Ruiz
Espejo (1996) se presentan algunas mejoras en su andlisis.

Admitiendo que usamos muestreo estratificado especial como disefio muestral
de seleccién de unidades, y que pueden existir “errores o fraudes” y “no respuesta
o datos faltantes”, un estimador insesgado de la media poblacional verdadera, X',
as

‘T";t el lerl + ng;,

donde Z} y Z; son los estimadores insesgados de los pardmetros X! y X/ estu-
diados en Ruiz Espejo (1988, p. 77; 1994), quedando resuelto el problema de la
estimacion insesgada de la varianza de Z,. El estimador ) (y }) utilizan a su vez
muestreo bifdsico. En primera fase se selecciona una muestra en el estrato 1 (y 2)
de tamano 7, (y fig = Ng); n, ="y + N2 (ﬁ,g = fij2 + ﬁgz) siendo 7i; (y ﬁgl) los
que responden y 71 (y fiz2) los que no responden. El total declarado u observado
de estas respuestas no necesariamente verdaderas, es 1,1 (y Z2,1). Seguidamente
en la segunda fase, de los 72y (v fia;) que responden se obtiene una submuestra de
tamafio finn < 7y (¥ Py < figr) donde se estima ey (y ezy;) o total muestral del
error de observacién respecto de los valores verdaderos obtenidos por inspeccién.
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De las fij2 (y fizz) unidades que no responden, de las respectivas muestras, se ob-
tiene una submuestra de tamafio 7,9, (y R92;) empleando inspeccién y obteniendo
los valores verdaderos y cuyo total muestral serd x,, (y z5,). Con este disefio
muestral, el estimador insesgado ] (y Z}) es:

1 gy iz ,
— | T1a1 — ——E111 + —— &y
m Pin 21

- 1 Tty flaa
y Thp=— P — ——€m + —Tay
fla Ny flan

1]
S
]

El muestreo estratificado especial, inicialmente considerado para 2 estratos
puede ser generalizado al caso de un ndmero de estratos L > 2, donde en los L—1
primeros se realiza un muestreo estratificado y en el L-ésimo se realiza el censo a
las unidades grandes.

Basandonos en estos estudios conocidos, en lo que sigue vamos a dar cobertura
metodolégica para las cuestiones 1 y 2 planteadas en el control en auditorias,
impuestos de hacienda y de c6mo integrar ésta iiltimna en el estudio y control de
la renta nacional. En la recandacion de hacienda, también podemos resolver la
cuestién 3. :

3. Control por muestreo en auditorias

En el problema de estimar en auditorias el total verdadero X', pueden de-
tectarse un mimero desconocido o no N de unidades grandes, permaneciendo
desconocido o no el tamano N; del primer estrato. La estimacidn estratificada
especial se obtiene dividiendo la poblacién U en dos estratos segiin las unidades
presenten una caracteristica y, menor o mayor que el punto de estratificacién
¥, para la variable auxiliar que puede observarse en una muestra piloto, s,, de
tamafio m. Si el disefio muestral piloto es de masr-m (muestreo aleatorio simple
con reemplazamiento de tamafio m) sobre la poblacién U, denotamos por m, al
nimero de selecciones de la muestra piloto s, cuya variable auxiliar sea menor
o igual & y (que es una variable aleatoria binomial previamente a la seleccién
muestral),

my =card{i € U: i € 5, e y; <y} — B(m, W)

con
Mg =M — My — B(m, Wg),
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denotando para i = 1,2,
wy = M /m.

En la ctapa de observacién, posterior a la etapa piloto, el estimador recomendado
para X' es
IE'::; = 'U.Jlilfl + 'HJQXE,

en el que 7] es el estimador propuesto cn Ruiz Espejo (1988, 1994) que admitLA
como ya hemos indicado, un estimador inscsgado de 1a varianza Vs (%)) al referirse
¢l subindice de V;g a la segunda etapa (posterior a la etapa piloto o primera etapa).

Los tamaios relativos de los estratos W, y W, son desconocidos. Denotando
por m = {m;, mz) a la variable aleatoria multinomial, la esperanza matemética
del estimador z, es:

E( Tyt = = FEnE (‘LU].'L'I =+ ‘U.?QX:,'III)
= By (WiZ) + WoX}) = Wi X[ + Wo X} = X,
¥ la varianza de z7, es:
V (z3) = oy (25]m) + EpV; (2,/m) =
= Vo (WAZ| + W2 Xj) +

+Ey [:T:'?V] (wq|m) + X2V, (wq|m) + 2, X Con, (wl,w2|m)] = (%)

y €Omo
‘ W W,
Vi (wy|m) = Vi (wq|m) = —Cowy (wy, wom) = ——2,
WiW. - - i
(x) = WiV (2) + — 2{[X§2+V2(f'l)}+xf—2xgxg}=
W WiW, o, o2
o ) 2

Aunque estos resultados son ciertos, es mis eficiente (o preciso, en el sentido de
“menor varianza” ) usar un disefio muestral piloto tipo mas-m (muestreo aleatorio
simple sin reemplazamiento de tamafio m), en cuyo caso m = (m;,mg) €8 una
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variable aleatoria hipergeométrica de pardmetros (m, N, W), véase Casas Sanchez
y Santos Peiias (1996), con

By (unfm) = Wy,  Ey (wa|m) = Wo,

J
N —
Vi (wilm) = V; (wzjm) = —Cov; (wy, wa|m) = ﬁWIWQ,
y de aqui, B
E(z,)=X
y
V (zy) = WiVa (z)) +
4T W, {[XE+va@)] + X - 2X1%}) =
(N 1 m 1 1 2 1<+2
N-—-m _ N — A2
=W W1+(-N—1W2“ ‘/2(.’13’1) ( — 1) —t— W, W, (X’ XZ) .

Denotando ahora con signo superior circunflejo a los estimadores insesgados
del parametro que subindican,

e Nl — "y 52
Nlﬁ'l Tari1+rian

1 _2N121 Nl—ﬁl N11N12 2

N2 Ny — 7y N11N12
7) k— :
+( N2+N1—1 nE ) D,

que estd estudiado en Ruiz Espejo (1994), donde s ‘ es la cuasivarianza
"111 fiizl

muestral de las 7,1y + 7ijp; primeras unidades de la muestra, Ny, (resp. Npg)
es el tamafio del subestrato de respuesta (resp. de no respuesta) en el primer
estrato de unidades pequefias, sgﬂm es la cuasivarianza muestral de errores de
las f1;;; primeras unidades de respuesta en la primera fase de seleccién y que se

inspeccionan en la segunda fase, s? z €8 la cuasivarianza muestral de las fi;9;
fiym

primeras unidades de la muestra en la segunda fasc de la variable verdadera z'
entre las fi1; que no respondieron en la primera fase, y k = Ay, /A1) = Rya /My =
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fig1/Mig11 = Ti2n/Nao1 €s la constante cormin de submucstreo de una fase a otra (k=
k11 = ko1 de Ruiz Espejo, 1988, pp. 79-80); en la tltima férmnila se consideran
conocidas las constantes que infervienen y, en otro caso, las constantes pueden
sustituirse por sus estimadores insesgados respectivos dando lugar a estimadores
Va (%) aproximadamente insesgados. ‘También,

, N- .
Wt =w? — Vi (wy/m) = w? — ﬁ[ﬂﬁ (1-WwWy) =

(Wmfz) = mwl (1—un),

por lo que sustituyendo estos estimadores insesgados, podemos obtener un esti-
mador insesgado de la varianza V (z4,) como

N-m
(N-1)m

-

V(&) = [(Wf) n (W’lﬁfz)] AT

N-m — T \2
—— (W W [ X - X} ],
+(N_1)m( 1 2)( 1 2)
admitiendo conocido el tamano poblacional N. De todo lo anterior, es directo es-
timar el total verdadero X', con el estimador NZ7,, siendo un estimador insesgado

de su varianza i )
V(NZl) = N*V ().

Si todas las unidades de la muestra declaran (y supuesto que el “valor regis-
trado de libro”, X, es desconocido), el estimador insesgado del total declarado,
X, es Nz%,, donde

atr

!Il_f_;t =T + 'lUng,
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siendo #, la media muestral declarada en el estrato de unidades pequefias {estrato
1). Por ello, en el caso de ansencia ‘de “datos faltantes o no respuesta” en la
muestra, un estimador insesgado del total defraudado, es

F=N(&-2) = N [w (& - 21) +up (X} - X)),
y su varianza resulta ser
V(F)=NW(# - 5)+
= — 32
AN, (2 - 20)" Vi (wlm) + (%5 = )" Vi (wnfmm) +

+ 2 (frl - if]_) (Xé - Xg) Cm:l.(wl,wﬂm)]

que puede estimarse insesgadamente por
V(ﬁ') = NiVa (&) — 71) +
2 [, o =, N2
+N [(:rl — 7)) V) (un|m) + (X2 - Xg) V1 (wy)m) +

+2(2; - &1) (% — o) Cowy (wn, wglm)|

en donde s ) A
NE = (Nwn)” = Vi (Nwym) = N? [l — Vi (wym)] ,
. N—m — N-—-m
Vi (wy|m) = m[wﬁ (1-Wy) = -N(m——l)wl (1 —wn) =
= 171 (we|m) = —CP(_)?_}l (twy,ws|m)

y al no haber datos faltantes, para ¢ = 1,

Va (2 - &) = Va (&) + Vj (&) — 2Cov; (£),2.),
por lo que i ) ) .

Vo (2} — @) = Va (@) + V2 (&) — 2C0v: (T}, %)
donde V; (%) est4 ya estudiado y es conocido (Ruiz Espejo, 1994)

. G2 2
N;=n; 82 Ny—n;s;,

N,‘ 1, Ni n;

Vo (3:) =
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donde
2 1 N:' _ 2
PR T )
H =1

(zi; es el dato declarado de la unidad j en el estrato i), y éste es estimable
insesgadamente por

- 1
52 =53, = Y (2 — &)

i = I jea,

(donde ahora z;; es el dato muestral de la j-ésima extraccién en la muestra s, con
diseno mas-n; en el estrato i}. Finalmente,

N; —n, S-’Eﬁh‘

Covy (T}, %) =
2 ( v 1) M gli
y por ello su estimador insesgado serd

Cowy (Z}, Z;) = —Ni]; n,‘S:;_(:-i,
con .~ ] )
Saiz, = N1 > (s, - Xf) (2 — X)),

J=1

que es estimable insesgadamente (en el caso de respuesta en las n; unidades de
la muestra, y de submuestrear en s;; el error de declaracién en n;; unidades con
disefic mas-n;, de entre la muestra o subpoblacién de n; unidades de la muestra
inicial) por el estimador

> [3::3 - (Sil)] r; — T {8))

jE8i)

Sz':ri = 8z'y, =
! ! 1 — 1
(donde Z’ (s;1) ¥ Z (s:1) son las medias muestrales de T;; ¥ Ti; en la muestra s;1) y

éste, 531z, 8 SU Vez es estimable insesgadamente (cn el caso de existir o aparecer
no respuesta) por el estimador

Seiz, = 1 > [CL‘:, — (Sm)] [z:; — Z (s1)],

i - 1 FE911

siendo n;;; el tamafno muestral de la submuestra s,;; (si C s;1) de respondientes
inspeccionados de entre las submuestras de no respuesta y de respuesta errada
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en el estrato i; las medias muestrales z'(s;11) y  (s:11) son las correspondientes
de s;11 para x3; y xi; (que sélo en la situacién de ausencia de “no respuesta” y
de “respuesta errada” en cl cstrato 1, serd n;;y = ny;, deduciéndose entonces que

e
Sgla; = '5:1:;:1:,)~

4. Control por muestreo en hacienda pdblica

Basicamente, el planteamiento del control por muestreo del total recaudado de
los contribuyentes como macroparametro a estimar, tiene fundamentos andlogos
al del contrel por muestreo en auditorias que hemos visto en la seccién 3 anterior.

Hay que tener en cuenta que la teoria de muestras de poblaciones finitas se
apoya en la delimitacion e identificacién de las unidades que contribuyen con una
caracteristica cuantitativa como es su renta o gravamen fiscal.

La “renta nacional” es la suma o el agregado de rentas parciales que se acu-
mulan en el macropardmetro “total de rentas parciales”. Entendemos por “renta
parcial” a la renta obtenida por uno o varios (siempre en mimero finito) con-
tribuyentes con su renta personal (originada por su trabajo, capital, propiedades
como tierra, construcciones, etc.).

Si ademds contribuyen con un gravamen personal, el total gravado es la suma.
de tales gravamenes personales. En este sentido, admitir que varias unidades
se unan como un Unico contribuyente a hacienda, haria su gréva.men conjunto
mayor que la suma de sus contribuciones parciales o personales, si la escala im-
positiva es progresiva y creciente (a mayor renta, mayor porcentaje de gravamen).
Reciprocamente, si un conjunto de contribuyentes formando una familia, sociedad
o grupo, desagrega su renta conjunta en distintas rentas individuales o personales,
ante una escala impositiva progresiva y creciente, el gravamen de la sociedad seria
mayor que la suma de los gravamenes de los contribnyentes de la familia, sociedad
o grupo, desagregados individualmente.

Ante una escala impositiva creciente, la desintegracion de la renta en un
mimero grande de contribuyentes hard que el fisco recande menores tasas.
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La metodologia estadistica para la estimacidn del total recaudado, del total
defraudado, etc. puede realizarse en lineas similares a las tratadas en auditorias.
En este caso se supone que no existe la no respuesta, admitiendo que todas las
unidades implicadas declaran.

. Cdmo estimar la proporcién de defraudadores?

Llamando al “mimero de unidades de la poblacién, seleccionadas por muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento de tamaiio n} y en el estrato 1, defraudado-
ras” como (d,1), y si conocemos los tamarios relativos de los estratos (concreta-
mente W), la proporcién de defraudadores de tal estrato 1, p(d|1), es {(aplicando
la definicién de probabilidad condicionada de un suceso sobre otro):

(1) _pldl) _ (d1)/N _(d1)
P(l) Wy W Ny’

p(d[l) =

y un estimador insesgado de p(d|1) es:

N 1CA)
d|l) = ———,
p(d|1) W
siendo p(d, 1) la proporcién muestral de unidades defrandadoras en el estrato 1,
al inspeccionar las unidades de la submuestra donde se obtiene el dato verdadero.
Asi, la distribucién que sigue el estimador p (d, 1) es hipergeométrica dividida por
nj

H(n}, N
ﬁ(d,].)—} (n]! lip(d’ 1))’
n
y por ello, p(d|1) es un estimador insesgado de p (d|1) pues

B ) = 22 200

p(d[1}.

También la varianza se obtiene asi:

~ 1 . 1 Ny—ntl
VI = gV p ] = i

p(d,1)[t - p(d,1)] <

1 Ny—n2 1

<11l |
SUAWEN, -1 o
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Intervalos de confianza para el pardmetro p(d|1} pueden obtenerse mediante
la desigualdad de Chebychev:

pliB(d) —pd1) < k> 1- w a1 M-np

WE (N, — 1)njdk?

- ¥

siendo 1 —« una cota inferior del nivel de confianza de] intervale para ¢l pardmetro
p(d|1):
(A1) — k < p(dl1) < p(d1) +k

donde, st o est4 prefijada como cota superior del nivel de significacién del intervalo

anterior,
.’{,’ _ i N1 — 'n.{
S 2Wa Y (M — Data’

Estos intervalos de confianza aseguran tal nivel de significacién acotado supe-
riormente por a. (Otros posibles intervalos aproximados podrian ajustarse mas al
nivel de significacion o, pero no garantizan que el nivel de significacién esté con
seguridad a lo sumo acotado por . En este sentido puede decirse que cstos in-
tervalos propuestos anteriormente son mds amplios que los teéricamente exactos,
pero éstos son impracticables pues requieren conocer ¢l pardmetro p(d, 1) y tener
tabulada la distribucién hipergeométrica de pardmetros H (n}, Ni, p(d, 1)).

St hubiéramos considerado fijados & y ¢, el tamafio muestral para tales especi-
ficaciones se obtiene de la relacién anterior, y operando:

Ny —n} = aWk* (N, — I)nja

o bien
n} [AWZR (M~ ) a+1] = M,
es decir, despejando nj de la ecuacién anterior,
Ny
AWZE2 (N, —Da+1°

ny =

El tamafio muestral con el disefio mas-n} no puede ser mayor que el tamafio
poblacional Ny.
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De modo diferente, p(d,2), la proporcién de defraudadores en el estrato de
unidades grandes, se puede calcular directamente, ya que se realiza un censo en
el estrato 2 citado. Entonces, la proporcién de unidades defrandadoras de la
poblacién global es p(d) = p(d, 1) + p(d, 2), estimable insesgadamente por

H (n}, N1,p(d, 1))

pd) = p(d, 1) +p(d,2) » TLEREIO I (g 9),
'1
Y su varianza es
H(nj, N
1
N —nl1l Ny —nj
= - — N < -t L
N1 P GV ] < i

permitiéndonos construir intervalos de confianza para el pardmetro “proporcién
de defraudadores”, p{d). Por la desigualdad de Chebychev,

Pl — p(@)] < K 2 1~ LEDL 5

>1- _M-nf
(N} - 1) n’{4k2

1 Nl —Tl.r
k=,
2V (N - 1)nja

Nl - TLT
(N — 1) nt4k?’

=10

Asi, fijados n} y «:

Si fijamos n} y k:
Q==
con la restriccion a < 1.
Si fijamos k y a:
7] [(Nl — 1) 4k*a + 1] =Ny,

de donde
Ny

(Nl_— 1) 4k?a +1

‘_
n, =
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que seria el tamano muestral a observar para la variable verdadera z! en el estrato
1, para k y . En todos los casos anteriores el intervalo de confianza es

Bld) — k < p(d) < p(d) + k.

Los comentarios realizados al desarrollar la construccién del intervalo para
estimar p (d|1), son trasladables a este caso con p(d).

5. Control por muestreo de la renta nacional
Ahora nos encontramos con una poblacién dividida en tres estratos:

Estrato 1: Las unidades que no tienen el deber legal de declarar a hacienda.

Estrato 2: Compuesto por el estrato primero utilizado en ¢l control por mues-
treo de hacienda.

Estrato 3: Estrato de “inclusién segura en la muestra” de hacienda o que se
exarninard completamente (cstrato de unidades grandes).

Ahora el tamaino poblacional N es mayor que en la seccidn 4 anterior. Un
estimador insesgado que integra la informacién de hacienda (seccién 4) al estudio
y control de la renta nacional, es:

T, = Wiz| + Wozy, + WXy = Wiz + (1 — W) 2,

puesto que

N, - Ny + N N-N

Fz ’2+ Xa —ZN  Fye = TN li;c-

El estimador I’} estima insesgadamente la renta media verdadera (media no per
cépita, sino por unidad poblacional). Efectivamente,

Wz.’f& + Wg)_{é =

E@Z") =X

La estimacion insesgada de la renta nacional per capita, se obtiene mediante la

correccion
N 2

M
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siendo N el niimero de unidades de la poblacién, y M el mimero de habitantes
del pais.

La varianza del estimador es
V (z) = WiV (8) + (1 - Wh)*V (2,),

que es estimable insesgadamente, pues V' () estd proporcionada en Ruiz Espejo
(1994) y V (Z},) estd en las secciones anteriores, transformando adecnadamente
las notaciones y su significado.

Un estimador insesgado del total poblacional defraudado, Ty = X' — X | res
pecto del pardmetro verdadero X/, es

Ty= N (2§ — Zn) = N[Wi (T, — 21} + Wy (T} — 52)],

siendo

3
jat = Z mi‘i,

i=1

con Z3 = Xj. En efecto,
E(Ta) =N (X - X1) + Ny (R) - X,) =
=X+ X — (X1 + X)) =
:i&—i&:XuX=n
i1 =t

Y la varianza es )
V(T) = NP WiV, (3, 2,),
i=1

cuyo estimador insesgado es

V (T) = N 3 WA o - )

=1
siendo

‘N—m N-1 m

1 —w) =
(N-1)mm N m—lwt( wi)

W2 = w? — Vi (sfm) = w? —
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2 N-m
=w

i_mwi(l_wi)’

cuando W; fuera desconocido. En el caso en el que W, fuera conocido, HFT’? = Wf
directamente (sin estudio muestral piloto). Adema4s,

Va(z, — %) = Es [(i:; - fiﬂ - (fi{ - X;‘)Qa

]

y asi, un estimador insesgado de esta varianza, es

con —
T2 _ oo
{(X; - X)) ] = (X2 + X2 - 2X.X)) =
= X2+ X2 - 2(&'&:’) =
_ =2 r gt =2 7 (= = =/ ST
=z - Vo(z))+ 2 - Vo(Zy) — 2 [:c.imi — Couvg (.L,;,:]‘:t-)] .
donde A
V2 (%) esté en el trabajo de Ruiz Espejo (1994),
L Ni — Ty Sﬁgh N{ — Ty ."s"i.
"CZ ('Ez) = - = _I:
N.,; Ty N,' Thi
y —
— Ni—ni Szt Ni — 1 Sup
Oov %, Sty i VLT i i 22,
2( Ii) N: s ]\}-1 g )
siendo
L S 5 ;
Sgux, = N; 12 (.’Irej - X..;) (:c.g - Xi.)
1 i=

que es estimable insesgadamente por

> (- 2) (2 — 20,

JEsi(m)

1

SI,‘I

en el que hemos denotado por s, (n;) a la muestra de tamafio n;, en el cstrato 7.
A su vez, si se submuestrea en s; (n;), la nueva cuasicovarianza submuestral es 1m
estimador insesgado de s, ..

1
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La estimacidn de la renta nacional en la situacién en la que los pesos relativos
de los estratos, W;, sean desconocidos y se estimen por una muestra piloto a través
de w; = m;/m (i = 1,2, 3), puede basarse en el estimador

Eng = unT| + woTh + w3 X},
que es insesgado para X', y su varianza es
V (2ly) = Vo (WAZ) + Wath + WaXy) +

1 N—m
TN -1

+ 2%, %,Cov (w1, wa|m) + 28, X;Cov (wy, wzm) 4 27, XjCov (ws, wa|m)} =

+E2{ Tre [Wl(].'-Wl) +W2(1—W2)$ +W3(1—W3)X3]

— S WL (E) + (Iirv;’;’* SW (1 - W) [X2 4 e (2)] -

=1 i=1

( —Umz Z WiW,; X[ X,

i=1 j=1+1
donde &4 = XJ.

R )

Esta varianza, V (Z7)'), puede estimarse msesgadamentt, por

2

VEm =S Wi (2) +

donde

como ya conociamos; también,

(W (1= W)l = Wi — W2 = i~ +
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N-m _N(m-1)
= [l—m] [ (1 — ;)] —mwi(l—wi),

(WT"’G) = wiwj — C-;?—)l (’HJ,:, wj|m) =

que por Ruiz Espejo (n.d.),

N —m S0 _
N ™m

= wwW; —

(#+)
donde hemos denotado

LK) = 1 si la unidad & si pertenece al estrato 4
B0 0si la unidad & no pertenece al estrato i

por lo que
Li(k)I;{k) = 0,

para todo & cuando los cstratos 7 y j son distintos (i # j); v por Ruiz Espejo
(1995},

N

(#%) = wyw; — NN;:”{NI 1 Z [1:(k) — Wy [fj("“) - Wj]} =

Tt k=1

N—-m 1 A

=wiwj—Wm_lg[fi(k)*wi][fj(k) - wy] =
= + —m ) = M_f_l Ay, —
T Nm ) T [Ny T
_WN-l)m
S N(m-1) 7

Ademés V; (Z]) es conocido (Ruiz Espejo, 1994),
XP =22 - V(a),
y X =z,

El estimador insesgado del total defraudado en la renia nacional sers
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2
TN ( Zw,m,) _NY (& — )
i=1

donde hemos supuesto que &3 = X} (la generalizacién cuando no se admite este
supuesto, es inmediata). Bajo esta hipotesis,

v (Td) = i W?V2 (Z; — ;) +
=1

+E, { [Z (z; - :'c,-)"" Vi (wdm)] + 2 (7] — &1) (F, — Ty) Covq (wn, wglm)}

i=1
que es estimable insesgadamente, ya que W2,

N-m
Vl(wilm) = (N— 1)mI’Vt(l —m)}
y
N-m
Covy (w11w2|m) WWI W,

lo son; asi como en el caso de inexistencia de no respuesta,
Vo (2, — &) = Va (7)) + V2 (%) — 2Con2 (7, 74)

vistas en Ruiz Espejo (1994) para V; (Z)), y sus estimadores insesgados V; (),

~ Ni — T 52‘
Vo (8;) = —— 2
2( 1-) N.: ﬂ.z 1
y ——
A N; —n, S;':r
Covy (%, 7,) = *z—}‘\};“"i"*n—ll,
siendo i
Sira. = Sum = S [=h = 7 (7)) [z — 2 (7)1,
™ — 1 jea;

donde hemos denctado por s; a la submuestra de tamario n; de entre las n;
unidades de la submuestra s; del estrato ¢ de tamarno N;; también
- * 1 2
Zi(87) = — pIEY
T4 _‘fES:

, .. . .
CON T; = T;—¢; (—e; es el fraude, error de observacién, de medida o de declaracién
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en la unidad j de sf) y
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