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RESUMEN

Partiendo de un esquema GARCH(p,q), presentamos una sinopsis de los contrastes estadisticos més
relevantes que pueden ser aplicados o los modelos de varianza heteraceddstica condicionada, y que
pueden extenderse o todos fipo de especificaciones de la misma. Atendiendo a la disfincién metodolégica
de Hendry sobre los contrastes de hipdtesis en modelos de regresian, dividimos a éstos en contrastes de
especificacién (de modelos y de estabilidad de las varianzas) y en controstes de mala especificacion (de
no lineafidad, heterocedasticidad, curva de impacte de las noticias, capacidad predictiva y otros
conirastes),

Palabras clave: ARCH, multiplicador de Lagrange, test de abarcamiento.

ABSTRACT

We show a sinopsis of the most relevant fests that are applied to the Autoregresive Conditional
Heteroscedastic (ARCH) models, which can be extended to the class of these models. We use Hendry's
methology distinction over hypothesis tests in regression models. In this way, well state @ division in
specification fests (models and varionces stability) ond misspecilicotion fests  (non linearity,
heteroscedasticity, news impact curve, predict capability and others fests).

Key words: ARCH, Lagrange multiplier, Encompassing Test.
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1.~ Introduccién

La eccnometria tradicional ofrece multiples formas de contrastar y seleccionar
modelos. Ultimamente, el desarrollo de modelos serie temporales para lo varianza
heterocedastica ha proporcionade ofro campe de aplicacian de las diversas
metodologias de contraste, no exentas de algunas complicaciones formales. Los
distintos procedimientos de contraste de modelos ecanométricos permiten la abtencidn
de la especificacién adecuada y la evaluacién desde el punto de vista econométrico de
las teorias alternativas en la forma de métodos de comparacién vy seleccién de modelos.
En la metodologia de Hendry existen dos etapas en la seleccidn de los mismos: los
contrastes de mala especificacién y los contrastes de globalizacién o especificacion,
Ambos se diferencian en la estructura de lo hipétesis alternativa. En este sentido, la
hipétesis alternativa es meramente instrumental en el case de la mala especificacion,
es decir, rechazar la hipétesis nula no debe conducirnoes a la aceptacién de la hipétesis
alternativa.

Desde el trabajo de Engle (1982} que introdujo lo esencia del modelo ARCH mas
elemental, se han desarrollade una gran cantidad de manuscritos que investigaban las
diversas parcelas y posibilidades que aquél trabajo original desperts. Este hecho se ha
manifestado de diversas formas: especificaciones funcionales distintas para la varianza
[Bollerslev (1986), Engle {1987), Engle, Kane y Noh (1993}, Engle y Ng (1993), etc.],
diversos métodos de estimacién y funciones de verosimilitud a maximizar [Bollerslev
(1986}, Hsieh (1989), Bollerslev, Chou y Kroner (1992), etc.], propiedades serie
temporales de los modelos estacionarios y na estacionarios o integrados [Weiss (1984
y 1986), Hong (1988}, Nelson {1990b y 1992), Lumsdaine (1991 y 1995), etc.],
contrastes lineales y no lineales de ios modelos y de los parémetros [Chia-Shiang

(1995), Lumsdaine (1995)].

Habiendo atendido las tres primeras consideraciones en otros trabajos [véase Pérez-
Rodriguez {19950,b}] intentaremos presentar una sintesis de algunos contrastes de
hipotesis que pretenden encontrar la correcta especificacién de la varianza
condicionada heteroceddstica (véase el cuadro 1 para un resumen), en la pretensién
de recoger adecuadamente las regularidades empiricas que muestran muchas series
economicas (como por ejemplo, el agrupamiento de la volatilidad, las distribuciones
de probabilidad altamente leptocirticas, los efectos apalancamiento o asimétricos y los
efectos estacionales).
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Cuadro 1.- Contrastes aplicados a la estimacién de las varianzas
condicionadas.

1} Contrastes de mala especificacién:
a} Contrastes de no linealidad.
b} Contraste de heterocedasticidad.
c) Contrastes basados en la curva de impacto de los noticios,
* Sesgo de signo.
* Sesgo de signo negativo,
* Sesgo de signo positivo,
* Conjunto.
d) Contrastes de la copacidad predictiva dentro de la muestra.
e) Otros contrastes:
* Controste de la varianza.
* Normalidad, asimetria y curtosis de los residuos estandarizados.
* Consistencia de la estimacién de la varianza.
2] Contrastes de especificacion:
2.1) Comparacién entre modelos:

a) Modelos anidados: RY, Wald, LM.
b} Modelos no anidados: Encompassing test.

2.2) Contrastes de estabilidad de las varianzas.

El contenido de este trabojo se organiza como sigue. En la seccidn 2 se ilustra
brevemente el modelo GARCH(p,q), que permitird introducir algunos aspectos
relevantes que utilizaremos a lo large del trabajo. En la seccién 3, ilustramos algunos
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contrastes de malo especificacién. Y, finalmente, en la seccién 4, se desarrollan los
contrastes de especificacién, tanto sobre los modelos como sobre la estabilidad de los
pardmetros.

2.- El modelo GARCH(p,q)

La motivicion de este tipo de modelos se justifica por la generacién de varianzos que
varfan a lo largo del tiempo dentro de los modelos econométricos {por ejemplo, la
consideracion del riesgo en los decisiones de inversién, ahorro y produccién de los
agentes, y de esta forma, en la evaluacion de la incertidumbre) y que son modelizadas
como procesos estocdsticos' .

Supongamas que partimos de una especificacion general de la varianza, la cual sigue
un esquema GARCH(p,q} o ARCH generalizado de orden (p,q), donde el error obtenido
proviene de un modelo AR{1), tal que

.Yf:(l)()y(—[ +E‘t H |¢(]|<1

e /¥, ~ No.A)

2 2 2
h: =&yt i: 08 i th:—j
‘ i

[1]

i=1

siendo, y, la serie temporal de interés;g, un error condicionado sobre el conjunto de
informacion disponible en t-1 (§1,_,), que se distribuye normalmente con media nula
varianza condicionda heterocedastica, h?, modelizable como un proceso GARCH(p,q);
y B=(at B]' es un vector de pardmetros de orden (p+g+1)x1.

Véase Bollerslev, Chou y Kroner {1992} pora un excelenie panarémica sobre la oplicacian de este tipo de
madelos ol estudio de los mercados financieros, asi como Holt v Aradhyule {1990) para uno aplicacién
sencilla a la voloracion de la volotilidad del precio esperado de lo oferla agregada, entre otros.
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Cuadro 2.- Restricciones sobre los parametros y sobre la varianza no
condicionada.

Parametros  ARCH(q) GARCH(p,q)

0 o, =0 =0
a>0,i=1..,q o=0,i=1_.q
ﬁj;—ies j:ls":p

q q I
€ Zal_(] E i+z Bj<l
i=l i1 il

Definiendo a2, como la varianza no condicionada, esta es igual a

g

2 %,
£
T-o--a, =B - B,

Asi, en el modelo GARCH(p,q) es suficiente que o, +...+a,+f;+...+f,<1, para que
la varianza no condicionada sea estacionaria. De esta forma, cuando se inclumple esta
condicién, nos encontramos ante los modelos integrados en varianza, o IGARCH(p,q).

La estimacién de los parémetros de un GARCH(p,q) se realiza por mdéxima
verosimilitud, siendo el Iogaritmo de la funcién de verosimilitud de la expresién [1],

2, A I n _ 1y
Loy b 30)-Lo® = B2 = 2 Blogn) - 5 % 2)
=1 t=1 =

_‘B"M i o
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donde,
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Dado que las condiciones de primer orden son expresiones no lineales, se emplean
algoritmos de optimizaciéon numérica para estimar el vector de pardmetros. El algoritmeo
mdas utilizado es Berndt, Hall, Hall y Hausman {(BHHH, 1974). Este método permite la
estimacién del vector de pardmetros 0 de forma iterativa (o recursiva) a partir de la
siguiente expresion:

[‘|ﬂ~a
K
M'--
E

eu+lr - g . A‘i [3]

donde, 8 ¥ es la estimacién de los pardmetros después de la estimacién i-ésima; y
A es una variable de longitud de paso aplicada en cada iteracién y que posibilita una
rapida convergencia para la obtencién de 87,

3.- Contrastes de mala especificacion o especificaciéon errénea

En la bisqueda de modelos congruentes o libres de errores de especificacién, es
decir, modelos en los que deben cumplirse una serie de supuestos minimos que nos
indican que el modelo estd libre de error de especificacién, la hipstesis alternativa es
meramente instrumental, y por tanto rechazos de la hipédtesis nula no implican aceptar
la hipétesis alternativa.
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En estos términos, la contrastacion de especificaciones de tipo ARCH han derivado
distintas expresiones que permiten validar si un modelo estd correctamente especificado
o no. Habitualmente, y la confirmacién de la bondad de ajuste del modelo planteado,
los contrastes aplicados se circunscribfan a la utilizacién del multiplicador da Lagrange,
obtenido de una regresién entre los scores de la funcien de verosimilitud en la
especificacién de la varianza [Engle {1982)]. Estos contrastes, sin embargo, no son los
onicos. Con el paso del tiempo, se han postulado innumerables hipétesis que
pretendian validar el modelo para la varianza heteroceddstica estimado, y que veremos
a continuacién.

3.1.- Contrastes de no linealidad

Una estructura ARCH conduce a autocorrelacion o dependencia lineal en la serie de
los cuadrados de los residuos. Una de los opciones més  utilizadas ha sido la
identificacién de la correlacién serial en la serie de dichos cuadrados?. Para ello, se
analiza la FAS de los errores al cuadrado, €2 En este caso, el coeficiente de
correlacién py(T) de €2 es no nulo para érdenes de T>1 (nétese que representamos los
estadisticos con el subindice 2 para identificar que se refieren 4l cuadrado de los
errores, £7). Por ejemplo, en el caso de un ARCH(1) y GARCH(1,1} el coeficiente de
autocorrelacion de primer orden es igual a,

2a. o
pz(l) i U S 20

(1- oc])(l -3 af)

ocl(l -a, B, —Bf) .
1-2a,B, B

py(1) - 0

respectivamente. Ademds, las bandas de confianza sobre las correlaciones de los
residuos cuando existen efectos ARCH no resultan vdlidas. En efecto, en este caso, las
varianzas de las autocorrelaciones aumentan, viéndose modificadas al alza ante dicha
presencia. Es por ello, que un criterio estadistico ufilizado es el contraste de
autocorrelacién de Ljung-Box sobre los cuadrados (Q,(p)), que nos permite valorar si
las autocorrelaciones de los errores al cuadrado son ruido blanco o no lo son. Este
contraste tiene gran potencia, oun cuando existan efectos ARCH. El estadistico se
distribuye como x.2 baijo la hipdtesis nula de ruido blanco. Valores definidos en Q,(p)
no significativos, es decir, Qg(p)<xp2, implican que no existen estructuras dindmicas en
fos cuadrados.
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Otro contraste que merece destacarse, ya que permite detectar patrones ocultos de
comportamiento tales como las dependencias lineales y no lineales o las conductas no
estacionarias, es el estadistico BDS [Brock, Decher y Sheinkman (1987)]. Este contraste
estd basado en la dimensién de los correlaciones temporales de los errores, y es un
contraste de independencia.

3.2.- Contraste de homocedasticidad

El contraste de un modelo ARCH(q) como

_ 2 2
hy =0y g+ o+ 0E

implica contrastar la hipdtesis nula: Hy o=.=a~0. Engle {1982) derivé un
determinacién de la regresién entre los errores del modelo estimado por minimos
cvadrados ordinarios, €2, con respecto a una constante y los q retardos del error,
€2, ,,....8% , [aspecto que también argumentan Pesaran y Evans {1984)]. Bajo la hipétesis
nula, TR? se distribuye como una x2,, siendo q el nimero de restricciones. Por ejemplo,
la regresién de €2 con respecto a sus retardos es

z_ 2
£, _'x0+a15r—l tH,

calculado, de este modo, el estadistico TR? (siendo T el nimero de observaciones
empleadas en dicha regresidn y R? el coeficiente de determinacion de la regresién
anterior) se distribuye como %2, bajo la hipdtesis nula de homocedasticidad. Este
estadistico permite probar la existencia de pertubaciones heteroceddsticas.

En el controste del modelo GARCH(p,q) definido en [1], se plantea como hipdtesis
nula la no existencia del GARCH contra la alternativa de que exista. Si se realiza una
particién de la varianza condicionadae, tal que,

nl=2z/'a -z/e, +ze,

correspondiendo 0, a lo parte media mévil del GARCH, entonces la hipétesis nula
puede plantearse como H, : 0,= 0 , es decir,

H,: (al,...,aq,ﬁl,...,ﬁp) = (al,...,aq,O,...,O) .
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Cvadro 3.- Multiplicador de Lagrange.

El valor del multiplicador de Lagrange puede obtenerse en términos det modelo estimado para ia
varianza condicionada heteroceddstica a través de las puntaciones obfenidas en la funcién de
vercsimilitud: .

LM = Tf'zz')''f 1 f'f = TR?

1) ARCH(1}: La expresidn asintdticamente equivalente puede escribirse comodonde R2 ez el
coeficiente de determinacion de lo regresién de f sobre z. Donde f estd definido per,

dende, z es un vector fermado por las derivadas parciales primeras, tal que

2
2 a""tl

oh}
z = |[hl L
' 50

s R L
T30

siendo, 8=[a, ay, ..., a].

2) GARCH({p,q}. El multiplicador de Lagrange {LM) es

LM = % 2z’ 2'f]

"
donde, &=[a, a, ..., a, B, ..., B]. El estadistico se distribuye como  TR? - x% donde r
es el nimero de elementos de &, y el R? es el coefeiente de determinacién de la regresién de f
sobre z.

Por ofro lado, el contraste de homocedasticidad frente a un procese ARCH(g) o
GARCH(p,q) es idéntico [Bollerslev {1986)].

Por tanto, rechazor la hipodtesis nula implica el rechaze de la existencia de una
varianza condicionada que sigue un proceso estocdstico lineal discreto GARCH,
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aunque no puede asegurarse que fa varianza no sea heterocedéstica, es decir que no
existan efectos ARCH.

Nétese que la hipétesis nula puede contener raices del ARCH(q), es decir, &,>0, para
i=1,....q.

3.3.- Contrastes basados en la curva de impacte de las noticias

La curva del impacto de los noticias es una métrica que sirve para analizar el efecto de
las noticias sobre la volatilidad condicionada heteroceddstica, a través de la relacidn
entre h?,, y €, ,, y mide cémo la nueva informacién se incorpora dentro de la volatilidad
estimado [véase Pagan y Schwert {(1990)]. Precisamente, se la denomina curva de
impacto de noficias porque hace referencia a &, ;, que son las noticias o shacks de la
variable (positivos o negativos).

Cuadro 4.- Algunas especificaciones de la curva de impacte de las
noticias.

Modelo Espccnﬁcacién “Restriccion
CARCH(T.T) Bo=A+ el w>0, 0<P=I, O=a=l, o=0, y a+p<]

-1

Axw+fpdt

EGARCH(1,1) K = Aexp

= sr-l] s Ve, >0 020, 0<Bsl, 0<os], 620, atp<l,
a ¥ ¥<0

B = Aexp

Y.¢ e,_ll , Ye, 50
a

A = o*Pexplw - ay2n]

2
Rl =A+ ael,, e, >0

GIR w>Q, 0=z, o>, v y<0

=
)
1]

2
y = A+ (ary)el, , e 50

A=sw-pot

De esta forma, la curva relaciona la varianza condicionada con el nivel de |a varionza
no condicionada € ,, ? (Shocks o noticias de la variable retardada ). Algunos ejemplos
de funciones que modelizan la curva de impacto de las noticias, en el intento de medir
como la nueva informacién es incorporada dentro de la volatilidad estimada, puede
estudiarse para diversos modelos, a trvés de Engle y Ng (1993).
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La curva de impacto de noticios estd definida por una expresién forma cuadrdtica,
siendo una curva simétrica y centrada en g, ,=0. Concretumente, o es el pardmetro de
la varianza no condicionada {véase, por ejemplo el gréfico 1). El modelo EGARCH estd
representado por una funcién exponencial que posee varianzas mds elevadas en los dos
lados de la curva, que es asimetrica y centrada en £,_,=0.

Grafico 1.. Curva del impacto de las noticias en un GARCH(1,1).
Volatilidad condicionada (h, ,) frente a los shocks o noticias (g, ,).
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El modelo de Glosten, Jagannathan y Runkle (GJR) permite derivar una curva de
impacto de las noticias que es asimétrica [véase el cuadro 4, y Engle y NG (1993)].

A partir de la métrica que acompafa a la curva de impacto de las noticias se definen
distintas expresiones que permiten contrastar la especificacion errénea del modelo de
volatilidad. Estas son desarrclladas por Engle y Ng (1993), baséndose en la idea de
predecir los residuos cuadrados estandarizados, z2, mediante alguna variable

.observada en el pasado que no estd incluida en el modelo de volatilidad estudiado. Si

estas variables pueden predecir los residuos normalizados, entonces el modelo estard
mal especificado. De esta forma, estos autores proponen una bateria de contrastes que
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permiten examinar si el modelo estd o no correctamente especificado, en base a la
influencia que poseen los signos de los shocks o noticias.

El punto de partida es la especificacidn de un contraste que recibe el nombre de test de
abarcamiento’ (véase epigrafe 4.2).

De esta forma, Kraft y Engle (1983), Engle (1983) y Bollerslev (1986) consideran un
contraste basado a probar que Hy: 8 =0 en lo ecuacion [4]. Para ello, basta con
realizar la siguiente regresién auxiliar, de tal forma que

] * -
Zr - yOI 60 +J”uf 6:: * H!

donde z, son los residuos estandarizados £./hy, y

. q1emt oh}
Yor T "?"“_ ; at = 2
h(Jt 860 hOr aaa

los cuales son evaluados en §,=0, &, son los estimadores méximo verosimiles de &, y
u, es un residuo,

Los contrastes ofrecidos por Engle y Ng {1993) se basan en cémo los shocks {es decir,
valores de €, ,, positivos y negativos) que se producen en las variables afectan a la
volatilidad, provocando que ésta sea mayor o menor dependiendo del signo de dichos
shocks. Asumiendo, cierta pérdida en la potencia de los contraste, podemos eliminar
arbitrariamente las variables y,, , y Unicamente regresar los valores de 2.2 con respecto
alosdey,,.

Podemas considerlo coma la versién esporiola introducida por el profesor J.M. Otero de la vor
anglosajona definida como Encompassing Test.
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Cuadro 5.- Distintos contrastes de sesgo de signo.

Contraste Expresion Decision
t{b=0)
Sesgo de signo zf “at b5 | o+,
t{b=0)
Sesgo de signo {-) z,2 =a + be:JEr—l +ou,
Sesgo de signo (+) z,z =a+ bS g +u t{bh—0C)
Conjunto ) =a+b, 8, +b,8 8, +h,S, £ tu, Flb,—by,—h,=0) 0 X,2

. £l contraste aplicado es un multiplicador de Lagrange igual a TRZ que se distribuye
como 2 ,dende m es el nimero de restricciones (véase el cuadro 5, para obtener las
distintas expresiones del contraste de sesgo de signo).

En este contraste es importante la inclusién de la variable S, construida de tal
forma que
S =1,;sig <0
S, =0;s1¢_20

=17

es decir, estab variable examina los impactos o shocks (positivos y negatives), sobre la
volatilidad no predicha por el modelo. Contrastando la significacién de los valores de
b a través de una t-Student, el modelo planteado para la voldtilidad heterocedastica es
correcto cuando se acepta segin el criterio t{b=0).

El contraste de sesgo de signo negativo utiliza en la ecuacién de regresion la variable
S £ - Se centra en los efectos que producen los diferentes shocks de valores
negativos del t#érmino de error (grandes o pequedos) sobre la volatilidad que no es
predecible por el modelo. Igualmente se trata de confrastar la significacion del
parametro b ({b=0)}, donde si se acepta permite decidir que el modelo de varianza
estd correctamente especificado.

Par otro lado, el contraste de sesgo de signo positivo utiliza en la ecuacién de
regresion la variable $' | €., siendo S, =1-5, . Se centra en los diferentes
impactos que los shocks positivos (grandes y pequefios) tienen sobre la volatilidad que
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no estd explicada por el modelo. La decisién se toma estudiando el valor de tb=0), y
lus conclusiones son idénticas a los casos anteriores.

Finalmente, el contraste conjunto de los tres efectos implica valorar la significacién
de los parametros by, b, y by. Si estos parameiros son significativos conjuntamente,
entonces el modelo para la varianzo heterocedéstica estara mal especificado. El
contraste aplicable es un Multiplicador de Lagrange (ML), el cual es igual o TR?, y se
distribuye como yx,7, donde R? es el coeficiente de correlacién multiple de esta
regresion, y 3 son los grados de libertad.

3.4.- Capacidad predictiva dentro de la muestra

La capacidad predictiva de los modelos puede calcularse recurriendo o diversas
férmulas elaboradas por Hamilton y Susmel (1994). Si lq especificacion del modelo
planteado fuese correcta y los pardmetros fuesen conocidos con certidumbre, entonces
h? seré la esperanza condicionada de €2,

Cuadro 6.- Distintas funciones de pérdida.

Estandar Absoluta

T T

> (6 -nf 3 1)

Sobre errores MSE ="l MAE - &4
T T
z 2 2.4z ! F 2

3 (Inte?) - Ina ) 3 [in(e?) - In(h?)|

LMSE = 2 = LMAE = - .

Sobre logaritmo
errores

Este hecho permite definir diversas funciones de pérdida (véase el cuadro 8), como
por ejemplo, el MSE es el error estandar medio; MAE es el error absoluto medio; LMSE
es el error estandar del logaritmo de los errores; y LMSE es el error absoluto del
logaritmo de los errores.
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Sin embargo, debemos ser extromadamente cautos con la especificacion MSE, por
cuanto se basa en los momenios no condicionados de cuarto orden y estos no existen
si los procesos son IGARCH. En cualquier caso, la buena capacidad predictiva implica
gue dichas medidas se encuentren préximas a cero.

3.5.- Otros contrastes

Finalmente, podemos considerar un grupo de criterios de validacién del modelo
estimado, que consideramos independientes y no incluibles en la taxonomias o
categorias anteriores (véase ef cuadro 7). En primer lugar, analizando que la varianza
de los residuos al cuadrado sea mayor que la varianza de la varianza heteroceddstica
(var{e?) >var(h?)), podriamos considerar que el modelo estd correctamente especificado
[Engle y Ng (1993)] por cuanto la varianza de la estimacién es menor que la de los
residuos al cuadrado obtenidos del modelo. Por ofro lado, los residuos estandarizados
g/h, deben aproximarse a una distribucidon normal estdndar. Este aspecto es
fundamental, si los residuos estandarizados no siguen la distribucién normal pareceria
mds conveniente realizar la estimacion utilizando come funcién de verosimilitud ung
distribucion que recogiese la forma y estructura de Ia posible distribucién empirica de
los datos. En este caso, resulta adecuado intentar proponer distintas funciones de
verosimilitud como la t de Student, la funcién gamma, y en general, la familia
distribuciones exponenciales generalizadas (GED) propuestas por Hsu {1982).

Adicionalmente, Engle {1982) advierte de la existencia de distribuciones mas
leptocirticas para los residuos estandarizados. Concretamente, la asimetria y curtosis
de los residuos estandarizados, € /h,, deberia ser menor que la obtenida para los
residuos sin estandarizar, g | [Hsieh (1989}, con lo cual, también el modelo para la
varianza heteroceddstica estario correctamente especificado.

Cuadro 7.- Otras contrastes sobre la mala especificacion.

Criterios Decisién Autores

vor(€?) >var(h2) . Correcta especificacién Engle y Ng (1993)
Normalidad de e/h, Idem Hsieh (198%)

Asimetria y curiosis

de e/h <g, Idem Hsieh (198%)

Controste de Consistencia e insesgadez de  Pagan y Schwert (1990)
€2 =a+ph2+v, estimaciones de varianza si

Hy: B=1 y a=0
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Y, finalmente, la consistencia de la estimacién de la volotilidod puede analizarse
mediante una regresién de los errores al cuadrade sobre una constante y las
estimaciones de la varianza condicionada [Pagan y Schwert (1990}]. En este caso, lo
hipdtesis nula que se contrasta es Hy: B=1, a=0. Si ésta es aceptada, la especificacién
de la varianza es correcta.

4.- Contrastes de especificacién

Una vez tenemos un cenjunto de modelos rivales libres de errores de especificacién
se contrasta la especificacién mediante una hipétesis nula y alternativa que tienen un
cardcter constructivo, es decir, la hipdtesis alternativa estd definida concretamente.

Este el caso de los contrastes que veremos a continuacion sobre modelos de varianza
heteroceddstica y sobre la estabilidad de las varianzas.

4.1.- Contrastes sobre los modelos
En esta seccién distinguiremos entre dos tipos de entornos: los medelos anidados y

los modelos no anidados.

4.1.1.- Modelos anidados

Los contrastes utilizados cuando los modelos son anidados para restricciones lineales
y no lineales son la razén de verosimilitud, el contraste de Wald y los multiplicadores
de Lagrange. Partimos de un esquema serie temporal univariante, que se caracteriza
porque la varianza del error es heferoceddstica siguiendo un modelo GARCH(1,1)
como [1], donde 8 se obtiene maximizando la expresion [2]mediante [3].

Ahora, supongamos que 0, es el vector de parémetros del modelo restringido, y 8,
es el vector de pardmetros del modelo sin restringir. La comparacién entre dos modelos
mediante el contraste de la razén de verosimilitud (RY), que compara un medelo
restringido definido en la hipdtesis nula H: 8@, siendo @ el espacio de pardmetros de
dicho modelo, y ofro no restringido definido sobre H_: 8¢9, puede realizarse utilizando
el estadistico de prueba RV = -2(Ln Hy-Ln H,} ~ % 2, , bajo la hipétesis nula. Este
contraste se basa en que si las restricciones que se contrastan fuesen ciertas, enfonces
no habria una reduccién significativa en el valor maximo de la funcién de verosimilitud,
por lo que la diferencia anterior, que es un escalar, debe ser pequenia. Asi,
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RV = —ZT[L,,.(y], ,yT,ho2 ; 9,) ' LT()’, e ,yT,th ; Gu)]

Otra formo de comparar los modelos econométricos es a través de los
multiplicadores de Lagrange y el coniraste de Wald. En el caso del multiplicador de
Lagrange (LM} se trata de analizar el modelo no restringido. La expresién habitual estd
definida por

!
M - OLA) (f(é,)“ aL8)| .,

a6

¥

siendo L,.(Gr) el logaritmo de la funcién de verosimilitud para el estimador restringido

.. | es la matriz de informacién, y q el numero de restricciones bajo la hipdtesis nula.
Particularmente, los elementos que intervienen en la matriz de informacién pueden
definirse como en Weiss {1986) donde, una estimacién consistente de tales matrices

L L {0,)
0038’

. L(68,) 3L (6,)

a0 a0
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puede realizarse en este caso a través de

r._ 3h’ ok’ T, 3, Oe

E (S S D RS 3 f it

2715 08 g9’ T ' 90 g0/
.ol 8l
B?‘(e):lz_t_t
T 00 a0/

El contraste de LM se basa en que si las restricciones que se contrastan son vilidas,
el estimador restringido deberia estar préximo al punto que maximiza globalmente la
funciénde verosimilitud, por lo que la pendiente de dicha funcién deberia ser nula. Es
un contraste basado en el valor numérico de dicha pendiente.

Atendiendo a su utilizacidn, podemos distinguir entre dos formas de contraste Asi,
como argumento diferente a los explicados hasta el momento se infroduce g{8), que
es una funcién de las restricciones™.

Cuadro 8.- Estadisticos robustos y no robustes

Robusto No Robusto

2 oror)) R Ve

A7'(B)BB )47 (0) X

r

Bl

wfrg(eky{%'a

LM, =T

% |

X

A;’(éulsf{é..)A;'{éu)?—;L}]sm Ve Ta(b)

& e

* Por ejemplo, si se contrasto lo hipétesis nula de que a= 8 g{@=a+f y si se contrasta la hipétesis de
integrabilided en lo varianza segiin un IGARCH(1,1), en la que a+8=1, entonces HB=a+F1.
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Por otro lado, y si queremos estudiar la discrepancia entre los pardmetros definidos
bajo Hy: 8=8, (luego 6 - B,. es grande o pequefa) podemos utilizar el contraste de
Wald (W), que basado en las estimaciones del modelo restringido®, puede distinguirse
entre robusto (W) y no robusto (W,).

Asintéticamente, W, RV y LM son equivalentes. En muestras pequefias su
comportamiento es variable y su eleccién se debe o la facilidad de computacién. En el
caso del modelo de regresion lineal LM<RV<W, y no se producird ninguna
contradiccidn si por ejemplo LM rechaza la Hy y W acepta, dada la mayor potencia de

W.

4.1.2.- Modelos no_gnidados. Test de abarcamiento

La idea de este tipo de contrastes es propuesta en la literatura por Deaton (1982),
Dastoor {1983), Mizon y Richard (1986}(°). Formalmente, se frata de contrastar en
términos lineales el modelo de volatilidad bajo la hipétesis nula con respecto a un

‘Habitualmente, el contreste de H): RE=r para restricciones lineales es
w - (r8 -r)’(RE"R’)"(Ré —r) - xz, donde var(R-r} = REZRY, ¥ 2 s la matriz de varianzas y
covarianzas de los pardmetros estimados y g el nimero de restricciones en la hipétesis nula. En el caso
de restricciones finecles varlRB -r) = REIR !, porlo que
W = (Ré —r)/(var(Ré))'l(Ré —r) - xi
siendo : ;
var(Ré) = (?Bﬂ) var(é - B)[ @]
a8 a0
donde var(e - 8) = var(e) = Uz(X J'X)_‘, similar a MCQ. Estos controstes se bosan en gue si H, es
cierta, el vector discrepancia que se evala por maxima verosimilitud deberia estar préximo o cero, ya
que dicho estimador es consistente. El rechazo de H, implica que RGMV - r es elevada.

Se rata de contrastar dos modelos ¢ partir de Ja regresién de una varioble explicativa Y, y las variables
explicatives de das modelos: un modelo M, definido para las variables X, v ofro modelo, M., definido para
las variables Z, de tal forma que

Y = Xp+Z6-+U
donde el modelo M, serd preferible ol modelo M,, cuanda se cumpla e hipdtesis en la que Hy: =0 Ei
estadistico aplicable es F{0=0) < F_ ., donde g es ef nimero de restricciones en M, y n-k los grados de
libertod del modeio incluyendo tados los parémetros, k, de ambos modelas.
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conjunto de variables adicionales. Asi,

hE = h2ldov) + 8L, [4]

donde, h,(8,y,) es el modelo de volatilidad bajo la hipstesis nula (por ejemplo, un
ARCH(1)); &, es un vector kx1 de pardmetros bajo Hy; v, €s un vector kx1 de variables
explicativas bajo Hy; 6, es un vector mx1 de pardmetros de las variables adicionales;
¥ Yo €5 un vector mx] de variables adicionales. Ya que el modelo de volatilidad bajo
H, se obtiene cuando los pardmetros de las variables adicionales, y , son ceros, se
puede contrastar el modelo analizando si las restricciones de los parémetros adicionales
son nulas, es decir, si §,=0.

Por ejemplo, el contraste del modelo GARCH(1,1) frente al EGARCH(1,1) puede
realizarse mediante el siguiente test de abarcamiento,

2 g, e
]Ogh’z ) log(erﬂh;ﬁaaf 1)+B*10gh;2‘_1+Y* e il —J—%

e Ll

asi, bajo la hipdtesis nula, w=f=6=0 el modelo es un EGARCH(1,1}, mientras que si
p=y"=0"=0 se acepta el modelo GARCH(1,1).

4.2.- Conirastes de estabilidad de las varianzas

La econometria tradicional tiene en los diferentes contrastes de Chow {entre otros su
versidén para la capacidad predicfiva{] un método de andlisis de la estabilidad de los
pardmetros ante la posible existencia de un cambio de estructura. Recientemente, Chia-
Shiang {1995} ha desarrolledo una serie de contrastes de cambio estructural para las
varianzas heteroceddsticas, partiendo de un modelo GARCH{p,q) gaussiano. Se
contrasta la igualdad de parémetros en dos submuestras. Asi, la hipétesis planteada
implica que
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donde, 8=(tts, &, iy Briy Prer» B €n €l GARCH(p,q). B, es el vector de parametros
de la primera submuestra y B, es el vector de la sequnda submuestra.

La justificacién teérica del cambio estructural para la varianza condicionada puede

encontrarse en la existencia de efectos integrados {por ejemplo, IARCH, IGARCH, entre
ofros).

4.2.1.- Contraste de estabilidad cuando & es conocida

La aplicacién del contraste necesita previamente del conocimiento del punto de
ruptura, o momento donde se produce el cambio de estructura. Sea [T8] la parte entera
de T8, 0<b<1, que es el punto de ruptura en el infervalo (0,1), entonces lo funcién de
verosimilitud puede particionarse segin la siguiente expresién

178) s

2 1 | .
Liyyseyp.hy ;81!92’6)=?E logf,, +— E logf,,
-1

1-[18]+1

donde,

2
£
Iogf“—% —logh,.‘?‘——’; , hj=e;z,

it

ei:(ail’)""a[‘q!ﬁu,-..ﬁip) L i=12

Z-(1.8 et b )

e R A A L

Teniendo en cuenta que r={p+q+1) es el nimero de pardmetros en la ecuacién de
la varianza, y B=(0,,0.), vy basandonos en las puntuaciones {scores) de la funcién de
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verosimilitud L(8,0,,8) cuando & es conocida, podemos construir las condiciones de
primer orden necesarias para la maximizacién de la funcién de verosimilitud.

Estas condiciones son iguales a

2 2

%:l[rﬁllh‘z Oy, &
38, Tix2 "|38) |2
2 2

OL 1 g~ 1, Oyl &
562 T::[Tﬁ}rl 2 = 862 h22!

A partir de estas condiciones podemos realizar et contraste de la estabilidad de las
varianzas basandonos en el multiplicador de Lagrange. Este, como hemos visto,
requiere de la estimacién de los parémetros bajo la hipétesis nula, H,, cuando
8,=0,=0,. En este sentido, cuando § es conocido el estadistico se construye segin

| QLB) |, -1|GL(8)| 2
LM((S)—T[ 30- lBD [ aB’J = Kprgel

donde
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siendo v, definida por la siguiente expresion

sho\| €
=2 {k ' 2 .
v():h{]t ﬁ —‘—2"_1 , hO‘;eo ZI
! Py

ylu g?cisién de aceptar la hipétesis nula sucede cuando LM {0)=x2,,4,1, donde
pt+q+1.

4,2.2.- Contraste de estabilidad cuandg & es desconocida

En este caso el estadistico se distribuye de forma diferente al caso [4.2.1] debido a
que cuando & es desconocido existe una convergencia débil en el proceso h?,, bajo Ig
hipdtesis nula. Asi, el estadistico empleado serd LM( &) ~B.2, donde B2 es la funcion de

Bessell de orden r{®} [véase Chia-Shiang (1 9951

De esta forma, los contrastes pueden refarmularse de distintas maneras cuando & o5
desconocida. En primer lugar, cuando la especificacién de |a varianza es correcta, los
residuos estimados se distribuyen normalmente (por lo que se justifica que la funcién
de verosimilitud sea normal), y ademés, {v,} es una martingala en diferencias (es decir,
E,.1[v=0}, permite replantear el multiplicador de Lagrange postulado en caso general,
segun

LMJ(&)-T[aL(‘S)}( A ’(6))[M} ~ B

¢ Este hecho se deriva del feorema de posicionamiento continue de Billingsley (1968) donde sup

LM(8) = sup,, . BA8), y n[0,1].
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donde una estimacién consistente de A, es

ke o

. 1 1

A7k ) AR
0 ( |- “‘T*“] G,

en la que, k/T es un valor que discretiza 8, siendo k un ndmero entero que se identifica
con el punto de corte. Por ofro lado, el estimader consistente de G estd definido por

on2(8)|[an2(6)!
2=1 a0 o6

Los valores criticos de la distribucién B? estén tabulados en la Tabla | {pag. 249) para
distintos valores de r y probabilidad PIB 2> ¢ (e)]=a [véase Chia-Shiang {1995)]".

Sin embargo, Chia-Shiang {1995) especifica diferentes contrastes sobre la varianza
que se basan en distintos escenarios. Por un lado, considera que la varianzo
condicional estd correctamente especificada y que los residuos son no normales
(estadistico LM2}. Por otro lado, que la especificaciéon de la varianza es incorrecta
(estadistico LM3), finalmente, el contraste de la varianza no condicionada {estadistico
LMU) (véase el cuadro 10). En comparacién con el estadistico LM1, éste parece tener
la misma distribucién limite que el estadistico LM2.

7 Algunos punios criticos para diversos niveles de significacion son:
c{0.1)=7.728 , ¢(0.05)=9.303 , ¢(0.01)=12.888
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Por lo que se refiere al estadistico LM3, éste se utiliza cuando el modelo para la
varianza heteroceddstica estd incorrectamente especificado. En este caso, resulta
invalido el emplec del estadistico LM2, porque la estimacidn consistente de v, (v, es
el estimador de la matriz de covarianzas de los estimadores) no es la correcta. De esta
forma, la estimacién de v, se realizard utilizando un procedimiento consistente ante la
existencia de heterocedasticidad y autocorrelacién [método de Newey y West (1987))
y empleando el kernel de Barttlet (si bien pueden utilizarse otros kernels comeo Parzen,
ete.).

Cuadre 9.- Procedimiento de constraste cuando & es desconocida,

i)l
a) Estimar el vector de porametros 8 por BHHH, generando las series T ¥ {hr (6)}, con
t=1,...,T.

b) Calcular la estimacién de v..

c) Determinar el punto de corte k=k', k' 1,..., n-k’, siende k'=[0,1T] la parte entera de 0.1T. Para
cada k se obfienen las sumas parciales estimadas 5, y 5,

d) Para cado k, se colculn el estadistico LM.
e} 5i &l maximo de [M[k/T) es mayor que el valor critica c.{@r), se rechaza la hipdtesis nula de

igualdod de varianzas, y por tanto de ocepta el combia estructural al rivel de significacion
estadistica o, sabiendo que los grades de libertad son r=p+q+1

Sin embargo, previamente debe ojustarse un modelo autorregresivo de orden uno
{AR{1)} para cada elemento de

2 2
‘?; =h,_2(é) ah: (e) £ -1
99, hrz(e)

A partir de ellos, obtenemos el parémetro p; y la varionza del error es 02, i=1,....r
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A

Estadistico Vi 5 Sik LM
LM2 ! '
T aitii || artis 2 ant 2 r 214 z ¢ote, 1
1 % )| a4 (e, p ( (o}] e , : ..-[ak lm] e DRGNP
R I 5 S B [EI] 1 § .- h,’e o o1 t ravr 5,
itk ‘ R E b 8) e Y o m
LM3 el 3:1 K-Llog, ko=1-p o & o Jaier) #2 o, 1B} ' LMk - L s : i
e ey L 5=F )= -1 5, Z k8] ] -1 'WJ’ ARS T- ks, 7 S
1=l o8 h, [ﬂ] reksl 2{3‘1

MU (B ={8,-87) =1,k P s . cafla 1 o]
5=%v, $oy= X 6. k=[0.0T) .. (097] won=s7{ 15 Lt
7 g el v & T-&
- r
5 3 5
kT

ROy DILOUGDT Bp SoIpNIs]
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Luego, se calcula una estimacién de ¢

y se determina el truncamiento segin el valor de M definido por 1.1447(gT)'".

Por ltimo, podemos referirnos a la expresién utilizada en el contraste de estabilidad
de la varianza no condicionada (LMU). La expresién LMU(k/T) se obfiene una vez se ha
calculado el estimador consistente de la varianza, segin lo transformacién de Newey

y West (1987), tal que

T z T
62: Zﬁ!2+22 m'rgE 1’?.!A:—j ! mtgzl[ =

1
' T =1 t-T+ 1 g+l

donde g es el pardametro de truncamiento que puede determinarse o través del
procedimiento de ventona automdtica de Andrew (1991). Si el méximo de LMU{k/T) es
mayor que c{e), entonces se rechaza la hipétesis nula, H,:0, =07 siendo 02 la
varianza constante.

A diferencia del resto de estadisticos, este test se basa en Pagan y Schwert (1990), y
es mds simple que los anferiores, porque sélo requiere de la estimacidn por minimos
cvadrados ordinarios y la estimacién consistente de Newey y West para 6,2 Una de las
condiciones para que el contraste LMU sea correcto es que los momentos de cuarto
orden sean finitos para los datos normalizados o estandarizados, €2/vh2,,. Si no fuese
asi, el contraste seria inconsistente.
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