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RESUMEN 
La línea o umbral de pobreza es un indicador económico que permite clasificar a los individuos de una población 
como pobres o no. Los estudios del fenómeno de la pobreza prestan especial atención a la población de pobres, 
midiendo a partir de distintos indicadores la distribución y la intensidad de los pobres. Tales indicadores están basa-
dos en su mayoría en la función de distribución y en cuantiles. En este trabajo se plantea la estimación de estos 
parámetros en la población de pobres, y los estimadores presentados se evalúan numéricamente mediante estudios de 
simulación Monte Carlo y con datos extraídos de la Encuesta de Presupuestos Familiares.  
Palabras clave: Línea de pobreza, diseño muestral, coeficiente de asimetría, simulación Monte Carlo.     

Estimation of the Distribution Function and Quantiles for the 
Population of Poor 

ABSTRACT 
The poverty line is an economic indicator that divides a population into poor and non poor. Studies about poverty are 
highly interested on the population of poor, hence they measure the distribution and intensity of the poor through 
different indicators. Such indicators are generally based upon the distribution function and quantiles. Assuming an 
arbitrary sampling design, the estimation of the previous parameters is discussed in this paper. Proposed estimators 
are numerically evaluated via Monte Carlo simulation studies and using data extracted from the Spanish Household 
Panel Survey.  
Keywords: Poverty Line, Sampling Design, Skewness Coefficient, Monte Carlo Simulation. 

Clasificación JEL: C13, I32, C15, I31 

                                                 
* Este trabajo ha sido subvencionado por el proyecto de Excelencia “Nuevas metodologías para la estimación de la función de distribución 

y proporciones con aplicación a las fuentes de crecimiento económico” (código SEJ-7039) de la Consejería de Economía, Innovación y 
Ciencia de la Junta de Andalucía. 

http://www.revista-eea.net/


E. ALVAREZ-VERDEJO; Mª D. ESTUDILLO-MARTÍNEZ Y S. CASTILLO-GUTIÉRREZ 

Estudios de Economía Aplicada, 2012: 1-26   Vol. 30-3 

2 

1.  INTRODUCCIÓN 
El concepto de pobreza tiene amplias y numerosas interpretaciones, lo que 

implica que se trata de un fenómeno complejo en el que intervienen múltiples 
factores. Por esta razón existen diversas formas de enfocar el estudio de la po-
breza. Por ejemplo, dependiendo de la información que se utilice podemos dis-
tinguir entre pobreza objetiva y subjetiva. Dependiendo del baremo o referencia 
se puede hablar de pobreza absoluta o relativa, o bien se puede hablar de estu-
dios transversales o estáticos según se tenga en cuenta la dimensión temporal o 
no en el estudio del fenómeno de la pobreza. 

Los análisis de pobreza objetiva utilizan información procedente de la ob-
servación directa del investigador, mientras que los de pobreza subjetiva se 
basan en la percepción que tienen los propios individuos de su situación. 

Dentro del estudio de la pobreza objetiva podemos distinguir entre pobreza 
absoluta y pobreza relativa. El primer concepto está relacionado con la carencia 
de necesidades básicas, de forma que una persona incluida dentro de este grupo 
en un determinado lugar, lo está en cualquier país o sociedad. El concepto de 
pobreza relativa se centra en una determinada sociedad, de forma que una per-
sona es pobre cuando se encuentra en una situación de clara desventaja, econó-
mica y socialmente, respecto al resto de personas de su entorno. El que una 
persona sea calificada como pobre dentro de una sociedad en concreto, no tiene 
por qué serlo también en una sociedad distinta. 

En el estudio de la pobreza relativa interviene el concepto de línea o umbral 
de pobreza que permite clasificar a los individuos como pobres o como no po-
bres dependiendo de a qué lado de la línea de pobreza se encuentren. Normal-
mente se utilizan indicadores basados en el ingreso o el gasto y se fija un nivel 
mínimo de la variable por debajo del cual las personas serán clasificadas como 
pobres, y clasificadas como no pobres en caso contrario. Numerosos organis-
mos obtienen el umbral o línea de pobreza a partir de un porcentaje de la me-
diana de ingresos familiares por unidad de consumo. 

El objetivo de los estudios de pobreza relativa no se centra en la determina-
ción del umbral de pobreza y en la clasificación de los individuos en pobres y 
no pobres. Al contrario, la distribución de los individuos dentro de la propia 
población de pobres y la intensidad de la pobreza es un tema de relevante inte-
rés que las agencias y organismos responsables de medir la pobreza relativa 
tienen en cuenta en sus respectivos estudios. 

Por ejemplo, la brecha de pobreza es un indicador económico que mide la 
intensidad de la pobreza, es decir, se trata de una medida de la distancia de los 
individuos pobres al umbral o línea de pobreza. La brecha relativa de pobreza se 
calcula como el cociente entre la brecha de pobreza y el número de personas por 
el umbral de pobreza, es decir, como si todas estuvieran en el umbral de po-
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breza. EUROSTAT (Eurostat, 2000) define la brecha de pobreza como la dife-
rencia entre el umbral de pobreza y la mediana de los ingresos por unidad de 
consumo de las personas consideradas como pobres, expresado como un por-
centaje del umbral de pobreza. 

Otra técnica utilizada para analizar la distribución de los individuos dentro 
de la población de pobres es comparar distintos cuantiles dentro de este grupo 
de individuos. Por ejemplo, el Instituto Nacional de Estadística (INE) utiliza los 
deciles de la población de pobres para analizar la distribución de los mismos. El 
uso de cuantiles para la población de pobres no se limita a este estudio, sino que 
también son necesarios para el cálculo de otros indicadores económicos, como 
por ejemplo la propia brecha de pobreza.  

Algunas referencias importantes que definen y comentan con detalle los in-
dicadores económicos para la medición de la pobreza así como otros estudios 
relevantes relacionados con el fenómeno de la pobreza pueden consultarse en 
Kakwani (1980), Atkinson (1987), Pérez-Mayo y Fajardo (2003), Bárcena y 
Cowell (2006), Domínguez y Martín (2006), Foster (2007), Silber (2007), Gra-
dín et al. (2008), Núñez (2009) y Pérez-Moreno (2009).  

La determinación de un cuantil está directamente relacionada con la función 
de distribución, y por tanto el problema de la estimación de la función de distri-
bución puede considerarse tan importante como el problema de la estimación de 
un cuantil. 

Actualmente existen trabajos descriptivos donde se obtienen numerosas me-
didas de pobreza, entre ellas el cálculo de cuantiles para analizar la distribución 
de los ingresos de la población pobre. Por ejemplo, en INE (2005) pg. 15, y con 
datos de la Encuesta de Condiciones de Vida 2004, se analiza la distribución de 
los ingresos de los individuos que se encuentran por debajo del umbral de po-
breza mediante el cálculo de deciles en la población de pobres. En este estudio 
descriptivo tan sólo se conoce el valor de la estimación de los distintos deciles, 
pero se desconoce la precisión que tienen estas medidas así como si esta preci-
sión puede estar seriamente afectada por algún factor como puede ser el orden 
del cuantil.  El objetivo de este trabajo es plantear métodos de estimación para 
la función de distribución y cuantiles para la población de pobres, y medir me-
diante estudios de simulación Montecarlo la precisión de los estimadores plan-
teados. La precisión se medirá en términos de sesgo relativo y error cuadrático 
medio relativo, y se analizará tal precisión en función de distintos aspectos, 
como por ejemplo el grado de asimetría de la distribución en estudio, el orden 
del cuantil, el tamaño muestral, el tipo de muestreo utilizado, etc. Por tanto, el 
planteamiento del cálculo de la función de distribución y cuantiles en la pobla-
ción de pobres para distintos diseños muestrales, un estudio exhaustivo del 
comportamiento empírico de los estimadores presentados, así como la evolución 
de la precisión de los métodos planteados en función de distintos factores son 
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las principales aportaciones de este trabajo. Desde un punto de vista económico, 
este estudio permitirá identificar las situaciones en las que la precisión asociada 
a la estimación de las medidas de pobreza planteadas en este trabajo puede no 
ser apropiada.       

En la Sección 2 se describe la notación que se utilizará y se define formal-
mente la línea de pobreza, la cual nos permitirá identificar la población de po-
bres. Dentro de esta población se definirán los parámetros objeto de este 
estudio: la función de distribución y el cuantil poblacional para los pobres. En la 
Sección 3 se plantea la estimación de tales parámetros con estimadores basados 
en el diseño, es decir, estimadores válidos para muestras seleccionadas mediante 
un diseño muestral arbitrario. No obstante, en la Sección 4 se definen los esti-
madores comentados anteriormente para muestreo aleatorio simple, el diseño 
muestral más conocido y utilizado en la práctica. Los distintos métodos de esti-
mación se compararán numéricamente en la Sección 5 con datos reales extraí-
dos de la Encuesta de Presupuestos Familiares. Utilizaremos el sesgo relativo y 
el error cuadrático medio relativo como criterios para la comparación empírica 
de los distintos estimadores. Este estudio se completará con un conjunto de 
poblaciones con distintas características y generadas a partir de distintas distri-
buciones. El objetivo de este nuevo estudio es analizar los métodos de estima-
ción presentados en este trabajo en distintos escenarios y en función de distintos 
aspectos que pueden presentarse en la práctica. El uso de información auxiliar 
en la etapa de estimación es una técnica muy utilizada que puede mejorar consi-
derablemente la estimación de un determinado parámetro. En la Sección 6 se 
plantea la estimación de los parámetros objeto de estudio en este trabajo con 
información auxiliar en la etapa de estimación y se comentan los inconvenientes 
que tiene esta técnica cuando se aplica a la población de pobres. Para finalizar, 
las conclusiones más relevantes de este trabajo se describen en la Sección 7.  

2. DEFINICIÓN DE UMBRAL DE POBREZA Y POBLACIÓN 
DE POBRES 

Consideramos una población finita U con N individuos en la cual se desea 
estudiar una variable de interés y. En este trabajo supondremos que la variable y 
son los ingresos familiares por unidad de consumo. Esta variable es utilizada 
comúnmente para la determinación del umbral de pobreza, el cual delimita la 
población que se considera pobre de la población que no es considerada como 
tal. En concreto, el umbral de pobreza suele obtenerse a partir de un determi-
nado cuantil de los ingresos por unidad de consumo. El cuantil poblacional de 
orden β  de la variable y se define como 

{ }ββ ≥= )(:inf tFtY , 
donde   
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)(1)(  

es la función de distribución de la variable y en un argumento específico t, 
1)( =∆ a  si 0≥a  y 0)( =∆ a  en caso contrario. Numerosos organismos 

oficiales de estadística definen la línea o umbral de pobreza como βαYL = . 
Por ejemplo, el Instituto Nacional de Estadística o EUROSTAT consideran 

6.0=α  y 5.0=β  para la determinación del umbral de pobreza, es decir, 
consideran el 60% de la mediana de ingresos por unidad de consumo.  

Una vez determinado el umbral de pobreza, se considera que un individuo es 
pobre o pertenece a la población de pobres si su ingreso por unidad de consumo 
es menor o igual que el mencionado umbral de pobreza, es decir, Lyi ≤ . Esta 
clasificación nos permite definir los valores de la variable y para la población de 
pobres como  

{ }Lyyy iii ≤= :*     Ni ,,1=  

Supongamos que el número de valores que verifican esta condición a nivel 
poblacional es *N , es decir,  *N  es el número total de pobres en la población. 

El primer objetivo de este trabajo es plantear diferentes metodologías para la 
estimación de la función de distribución en la propia población de pobres, es 
decir, estimar  

∑
=

−∆=
*

1

*
*

* )(1)(
N

i
iyt

N
tF . 

En segundo lugar y, a partir de la función de distribución anterior, plantea-
remos la estimación del cuantil de orden γ  en la población de pobres, es decir, 
se abordará el problema de la estimación de   

{ }γγ ≥= )(:inf ** tFtY . 

En la siguiente sección se plantea la estimación de los parámetros poblacio-
nales anteriormente descritos a partir de una muestra seleccionada en la pobla-
ción U objeto de estudio.  

3. ESTIMACIÓN DE LA FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN Y 
CUANTILES EN LA POBLACIÓN DE POBRES 

En esta sección se definen estimadores para la función de distribución en la 
población de pobres, )(* tF , y para el cuantil de orden γ  de la mencionada 

población de pobres, *
γY . Con el fin de realizar esta estimación asumiremos que 
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en la población U se extrae una muestra s, de tamaño n y mediante un diseño 
muestral arbitrario con probabilidades de inclusión de primer orden dadas por 

iπ . En primer lugar habría que estimar el parámetro desconocido L , lo que nos 
permitirá conocer el número de pobres en la muestra. El estimador estándar del 
umbral de pobreza L  viene dado por βαYL ˆˆ = , donde   

{ }ββ ≥= )(ˆ:infˆ tFtY   

es el estimador estándar para βY  y )(ˆ tF  es un estimador para )(tF . Se pueden 

plantear dos estimadores basados en el diseño muestral para )(tF . El estimador 
de tipo Horvitz-Thompson (Horvitz y Thompson, 1952) viene dado por 

∑
=

−∆=
n

i
iiHT ytd

N
tF

1
)(1)(ˆ ,  

donde 1−= iid π  es el peso muestral basado en el diseño para el i-ésimo indivi-
duo. Otra opción para estimar )(tF  es utilizar un estimador de tipo Hájek 
(Hájek, 1964), que en el caso de la función de distribución dicho estimador 
vendrá dado por   

∑
=

−∆=
n

i
iiH ytd

N
tF

1
)(ˆ

1)(ˆ , 

donde ∑=
=

n

i idN
1

ˆ . Cuando el argumento t sea elevado puede resultar conve-

niente utilizar estimadores de tipo Hájek, puesto que se verifica    

1)(ˆlim =
∞→

tFHt
, 

mientras que el estimador de tipo Horvitz-Thompson podría dar estimaciones 
por encima de 1 en esta situación.    

Los valores de la variable de interés para los individuos que son considera-
dos pobres a nivel muestral serán expresados como   

{ }Lyyy iii
ˆ:ˆ * ≤=     ni ,,1= ,  

mientras que *n  será el número total de pobres en la muestra. De esta forma, el 
estimador de tipo Horvitz-Thompson para )(* tF  viene dado por   

∑
=

−∆=
*

1

*
*

* )ˆ(1)(ˆ
n

i
iiHT ytd

N
tF . 
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Podemos observar que )(ˆ * tFHT  no podría obtenerse en la práctica, puesto 

que el número de pobres en la población, *N , es desconocido. En este caso, 
proponemos estimar *N  del siguiente modo. Puesto que la fracción de mues-
treo se define como Nnf /= , el tamaño de la población puede obtenerse 
como fnN /= . De esta forma, el tamaño en la población de pobres podría 

estimarse como fnN /~ ** = , lo que nos daría el siguiente estimador alterna-
tivo para )(* tF        

∑
=

−∆=
*

1

*
*

* )ˆ(~
1)(~ n

i
ii ytd

N
tF . 

 El estimador de tipo Hájek para )(* tF  viene dado por  

∑
=

−∆=
*

1

*
*

* )ˆ(ˆ
1)(ˆ

n

i
iiH ytd

N
tF  , 

donde ∑=
=

*

1
*ˆ n

i idN .   

Al igual que en el caso de la función de distribución, no se podría utilizar en 
la práctica el estimador de tipo Horvitz-Thompson para estimar *

γY . En su lu-
gar,  proponemos utilizar el estimador   

{ }γγ ≥= )(~:inf~ ** tFtY . 

Por otra parte, el estimador de tipo Hájek para *
γY  viene dado por    

{ }γγ ≥= )(ˆ:infˆ ** tFtY H . 

4. ESTIMACIÓN BAJO MUESTREO ALEATORIO SIMPLE 
En la sección anterior hemos considerado que la muestra s es seleccionada 

mediante un diseño muestral arbitrario. Sin embargo, el muestreo más conocido 
y utilizado es el muestreo aleatorio simple. En esta sección se formularán los 
estimadores para este caso particular.  

En el caso de muestreo aleatorio simple, las probabilidades de inclusión de 
primer orden vienen dadas por  Nni /=π , y de ahí que los pesos básicos del 
diseño sean nNdi /= . En esta situación, el estimador de tipo Horvitz-Thomp-
son tiene la siguiente expresión  
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∑∑
==

−∆=−∆=
n

i
i

n

i
iiHT yt

n
ytd

N
tF

11
)(1)(1)(ˆ , 

es decir, el estimador de tipo Horvitz-Thompson es simplemente la media 
aritmética de la variable )( ytz −∆= . Además se verifica NdN n

i i == ∑ =1
ˆ , 

lo que implica, tal como es conocido, que los estimadores de tipo Horvitz-
Thompson y Hájek coinciden bajo muestreo aleatorio simple, y a su vez esto 
implica que el umbral de pobreza y la población de pobres se calcularán del 
mismo modo tanto usando un método como el otro. Para el caso de la población 
de pobres se verifica que        

*
1

*
*ˆ n

n
NdN n

i i == ∑ =
, 

y el estimador de tipo Hájek para )(* tF  también se calcularía a partir de una 
media aritmética, en concreto   

∑
=

−∆=
*

1

*
*

* )ˆ(1)(ˆ
n

i
iH yt

n
tF . 

Bajo muestreo aleatorio simple, el estimador de tipo Horvitz-Thompson para 
)(* tF  tampoco podría obtenerse al ser *N  desconocido, aunque podría calcu-

larse el estimador )(~* tF  anteriormente definido, el cual coincide con )(ˆ * tFH , 
tal como puede comprobarse a continuación         

)(ˆ)ˆ(1)ˆ()ˆ(~
1)(~ *

1

*
*

1

*
*

1

*
*

*
***

tFyt
n

yt
n
N

n
fytd

N
tF H

n

i
i

n

i
i

n

i
ii =−∆=−∆=−∆= ∑∑∑

===

. 

Esta última equivalencia implica que los estimadores  *
γ̂Y  y *~

γY  para el 

cuantil poblacional *
γY  también coinciden.  

5. ESTUDIOS DE SIMULACIÓN MONTE CARLO 
En esta sección se utiliza el método de simulación de Monte Carlo para 

comparar numéricamente los distintos estimadores definidos en este trabajo, 
tanto para el cuantil de orden γ, como para la función de distribución correspon-
diente. Para ello se utilizan dos medidas de comparación: el Sesgo Relativo (SR) 
y el Error Cuadrático Medio Relativo (ECMR) definidos para un determinado 
estimador θ̂  del parámetro θ , de la siguiente manera: 
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[ ]
θ

θθ −
=

ˆESR ;  
[ ]

θ
θ̂ECM

ECMR = , 

donde [ ]θ̂E  y [ ]θ̂ECM  denotan, respectivamente el valor esperado y el error 

cuadrático medio del estimador θ̂ , es decir,  

[ ] ∑
=

=
D

d
dD

E
1

ˆ1ˆ θθ ;  [ ] ( )∑
=

−=
D

d
dD

ECM
1

2ˆ1ˆ θθθ , 

donde 10000=D  es el número total de muestras seleccionadas en cada estudio 
de simulación y dθ̂  denota el estimador θ̂  cuando es calculado en la d-ésima 
simulación. 

Para el estudio de simulación se han utilizado varias poblaciones con distin-
tas características. En primer lugar, parece razonable utilizar datos reales cuya 
variable de interés sean los ingresos, con el fin de analizar el comportamiento de 
los estimadores presentados en este trabajo en una aplicación real. Para ello, se 
ha considerado una muestra de 3114 datos procedentes de la Encuesta de Presu-
puestos Familiares (EPF) llevada a cabo por el INE, los cuales han sido utiliza-
dos como una población de tamaño 3114=N . La variable principal en esta 
población son los ingresos familiares por unidad de consumo y el objetivo será 
determinar, para cada muestra seleccionada, los individuos que se encuentran en 
pobreza y, a partir de esta información, estimar la función de distribución y 
cuantiles en la población de pobres. Un histograma de esta población puede 
consultarse en la Figura 1. Por la naturaleza de este tipo de poblaciones parece 
razonable asumir que tales poblaciones serán asimétricas hacia la derecha. De 
hecho, el coeficiente de asimetría de Fisher en la población EPF es 37.21 =g . 
Con el fin de analizar distintas características de este tipo de poblaciones, se han 
generado 3 poblaciones con tamaño 1000=N  cada una de ellas,  con distribu-
ción Gamma con la misma media ( 10=µ ) y distintas varianzas 
( { }60,40,202 =σ ). En otras palabras, se han generado las siguientes distribucio-
nes Gamma: 







 2,

2
10γ ;   






 4,

4
10γ ;   






 6,

6
10γ . 

Los coeficientes de asimetría de Fisher en estas poblaciones son, respecti-
vamente, { }57.1,35.1,84.01 =g . 

En este estudio comprobaremos que el grado de asimetría de la distribución 
en estudio juega un papel muy importante en la precisión de los estimadores de 
cuantiles en la población de pobres, especialmente para órdenes pequeños. En 
concreto, la estimación de cuantiles en la población de pobres y para este tipo 
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de poblaciones (asimétricas a la derecha) hacen que las estimaciones no 
presenten sesgos muy elevados, incluso para cuantiles de órdenes muy 
pequeños. Sin embargo, parece razonable pensar que los estimadores de cuanti-
les con órdenes pequeños pueden tener sesgos más elevados en poblaciones más 
simétricas, puesto que los parámetros en estas situaciones (los cuantiles en la 
población de pobres con órdenes pequeños) tienen un mayor rango de posibles 
valores que pueden tomar. Aunque estas situaciones no son muy probables de 
presentarse en la práctica, en especial para el caso donde la variable principal 
son los ingresos, merece la pena analizar a partir de qué orden de cuantil las 
estimaciones se vuelven más inestables y presentan grandes sesgos y, por tanto, 
tenemos el riesgo de encontrarnos en la práctica con estimaciones menos preci-
sas. Para corroborar este hecho y medir la precisión de los estimadores en estas 
situaciones extremas (en el sentido de que es menos común encontrarse distri-
buciones simétricas cuando la variable en estudio sean los ingresos), también se 
han generado tres distribuciones Normales con tamaño 1000=N  cada una de 
ellas, con los mismos parámetros media y varianza utilizados en la distribución 
Gamma, es decir, con media 10=µ  y varianzas { }60,40,202 =σ . En la Figura 2 
pueden consultarse los histogramas correspondientes a las distribuciones Nor-
males y distribuciones Gamma comentadas anteriormente. 

Figura 1 
Histograma de la población EPF 

 
Fuente: Elaboración propia.  

Se han utilizado dos esquemas de muestreo diferentes: muestreo aleatorio 
simple (Tablas 1, 3 y 5) y muestreo con probabilidades de selección desiguales 
utilizando el método de Midzuno (Tablas 2, 4 y 6). El método de Midzuno para 
la selección de muestras puede consultarse, por ejemplo, en Särndal et al. 
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(1992) y Singh (2003). Los estudios de simulación se han realizado calculando 
el umbral de pobreza del mismo modo que numerosos organismos oficiales de 
estadística, es decir, con 6.0=α  y 5.0=β . Alternativamente se ha conside-
rado el caso 1=α  para la población EPF. Destacamos que cuando 1=α , el 
cuantil de orden γ  de la población de pobres también es un cuantil de la pobla-
ción general, en concreto es el cuantil de orden 2/γ . Por tanto, el problema se 
simplifica y sólo sería necesario estudiar la población general. No obstante, 
consideramos este caso con el fin de analizar el efecto de los estimadores con 
respecto a α . Del mismo modo, se analiza el comportamiento de los estimado-
res respecto a distintos valores de 1g , γ  y la fracción de muestreo Nnf /= . 

Figura 2 
Histogramas de las poblaciones generadas mediante distribución Normal y distribución 

Gamma.  En todos los casos 10=µ  

  
Fuente: Elaboración propia. 
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Asumiendo muestreo aleatorio simple, la Tabla 1 muestra los valores, expre-
sados en porcentaje, de SR y ECMR para los estimadores de tipo Hájek de los 
parámetros *

γY  y )(* tF  cuando la población objeto de estudio es la obtenida a 
través de la Encuesta de Presupuestos Familiares. Observando los valores obte-
nidos, podemos decir que en lo que respecta al sesgo del estimador *

γ̂Y  se han 
obtenido valores muy pequeños, prácticamente insignificantes, con sesgos me-
nores al 1% y en valor absoluto,  siendo algo mayores estos valores cuando 

0 6.α =  y 0 1. ,γ =  y en todas las fracciones de muestreo. Con 1=α  los valo-
res de SR son muy pequeños, obteniéndose el valor mayor (1.8% en valor ab-
soluto) para 0 1.γ =  y %5=f . 

En cuanto al sesgo del estimador )(ˆ * tF , se observan también sesgos muy 
pequeños, con valores nunca mayores del 2.5%. Los valores de SR más eleva-
dos suelen observarse cuando la fracción de muestreo es pequeña ( %5=f ). 
En general, los valores del sesgo son menores cuando 1=α  que cuando 

0 6. .α =   
En lo que respecta al error cuadrático medio de ambos estimadores, podemos 

observar, como resulta razonable, que los estimadores presentan un menor valor 
de ECMR a medida que la fracción de muestreo aumenta, siendo esta conclu-
sión también válida para los valores de γ. Este patrón también se repite tanto 
para 0 6.α =  como para 1=α . También podemos concluir que los estimadores 
tienen menor ECMR cuando 1=α  que cuando 0 6. .α =  

Asumiendo un diseño muestral con probabilidades de selección desiguales, 
la Tabla 2 muestra los valores, expresados en porcentaje, de SR y ECMR para 
los diferentes estimadores de los parámetros *

γY  y )(* tF  estudiados en este 
trabajo,  cuando la población objeto de estudio es la obtenida a través de la En-
cuesta de Presupuestos Familiares.  

En lo que respecta al sesgo de los estimadores de *
γY  podemos comprobar  

que se han obtenido valores muy pequeños y prácticamente similares en ambos 
estimadores. Los valores mayores (en torno al 2% en valores absolutos) se ob-
tienen cuando 0 6. ,α =  5.0=β  y 0 1. .γ =  En cuanto al sesgo de los estimado-
res de )(* tF , se observan sesgos relativos en torno al 2% cuando 0 6. ,α =  

5.0=β  y %5=f , excepto cuando 0 9. .γ =  En el resto de los casos los ses-
gos son insignificantes para ambos estimadores.  
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Tabla 1 

Valores de SR y ECMR de los estimadores de tipo Hájek para *
γY y )(ˆ * tF , con 

*
γYt =  en la población EPF 

Muestras seleccionadas mediante muestreo aleatorio simple 

    SR (%) ECMR (%) 

α  β  γ  f  
*
γ̂Y  )(ˆ * tFH  

*
γ̂Y  )(ˆ * tFH  

0.6 0.5 0.1 0.05 -1.4 1.8 17.5 55.5 
   0.10 -1.3 0.1 12.6 37.4 
   0.20 -1.7 0.3 9.3 24.9 
  0.3 0.05 0.0 2.5 8.7 30.5 
   0.10 0.4 0.3 5.8 20.5 
   0.20 0.4 0.2 3.7 13.4 
  0.5 0.05 -0.1 2.4 7.8 21.7 
   0.10 0.1 0.6 5.5 14.5 
   0.20 -0.2 0.4 3.6 9.6 
  0.7 0.05 -0.7 2.2 7.0 16.9 
   0.10 -0.1 0.8 4.7 11.4 
   0.20 0.1 0.4 3.1 7.5 
  0.9 0.05 -1.0 0.2 6.1 10.8 
   0.10 -0.5 0.2 4.2 8.1 
   0.20 -0.3 0.3 2.7 5.7 

1.0 0.5 0.1 0.05 -1.8 0.8 10.1 34.1 
   0.10 -0.7 -0.5 6.9 23.6 
   0.20 -0.3 -0.1 4.5 15.7 
  0.3 0.05 0.3 0.2 8.0 18.6 
   0.10 0.0 -0.5 5.5 12.9 
   0.20 -0.1 0.0 3.7 8.6 
  0.5 0.05 -0.7 0.2 6.6 13.5 
   0.10 -0.2 -0.4 4.5 9.4 
   0.20 -0.1 -0.1 2.9 6.3 
  0.7 0.05 0.1 0.2 5.6 10.6 
   0.10 0.5 -0.4 3.9 7.3 
   0.20 0.3 -0.2 2.5 4.9 
  0.9 0.05 0.6 -0.3 5.5 7.8 
   0.10 0.5 -0.4 3.8 5.8 
   0.20 0.2 -0.2 2.5 4.0 

Fuente: Elaboración propia. 

En cuanto al ECMR de los estimadores de *
γY , podemos observar que se 

obtienen valores prácticamente iguales para ambos estimadores. Se verifica que 
los estimadores tienen menor ECMR cuanto mayor es la fracción de muestreo y 
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cuanto mayor es .γ  También se obtienen estimadores con menor ECMR 
cuando 1α =  que cuando 0 6. .α =  Conclusiones similares son válidas para los 
estimadores de )(* tF .  

Tabla 2 
Valores de SR y ECMR de los diferentes estimadores de *

γY y )(ˆ * tF , con *
γYt = en la 

población EPF 
 Muestras seleccionadas con probabilidades desiguales mediante el Método de Midzuno 

    SR (%) ECMR (%) 

α  β  γ  f  
*
γ̂Y  

*~
γY  )(ˆ * tF  )(~* tF  

*
γ̂Y  

*~
γY  )(ˆ * tF  )(~* tF  

0.6 0.5 0.1 0.05 -2.4 -2.6 2.0 2.3 18.0 18.1 55.9 56.2 
   0.10 -1.7 -1.8 0.4 0.6 12.6 12.6 37.2 37.3 
   0.20 -1.8 -1.8 0.5 0.5 9.4 9.4 25.0 25.1 
  0.3 0.05 -0.2 -0.2 1.8 2.2 8.8 8.8 30.5 30.7 
   0.10 0.2 0.2 0.6 0.8 5.8 5.8 20.4 20.4 
   0.20 0.3 0.3 0.3 0.4 3.8 3.8 13.5 13.5 
  0.5 0.05 -0.6 -0.7 2.0 2.3 7.7 7.7 21.6 21.7 
   0.10 -0.2 -0.2 0.4 0.6 5.4 5.4 14.5 14.5 
   0.20 -0.2 -0.2 0.4 0.5 3.6 3.6 9.6 9.6 
  0.7 0.05 -0.7 -0.7 2.1 2.4 7.0 7.0 16.8 16.9 
   0.10 0.0 0.0 0.5 0.7 4.7 4.7 11.3 11.4 
   0.20 0.0 0.0 0.5 0.5 3.1 3.1 7.5 7.5 
  0.9 0.05 -1.1 -1.2 0.2 0.5 6.1 6.2 10.8 10.8 
   0.10 -0.4 -0.4 0.0 0.2 4.1 4.1 8.1 8.1 
   0.20 -0.3 -0.3 0.3 0.4 2.7 2.7 5.7 5.7 

1.0 0.5 0.1 0.05 -1.6 -1.6 0.5 0.8 9.9 9.9 33.9 34.0 
   0.10 -0.6 -0.6 -0.4 -0.2 6.8 6.8 23.1 23.1 
   0.20 -0.2 -0.2 -0.3 -0.2 4.5 4.5 15.7 15.7 
  0.3 0.05 0.5 0.5 0.0 0.3 8.1 8.1 18.7 18.7 
   0.10 -0.1 -0.1 -0.2 -0.1 5.5 5.5 12.7 12.7 
   0.20 -0.1 -0.1 -0.1 0.0 3.7 3.7 8.7 8.7 
  0.5 0.05 -0.4 -0.4 -0.2 0.0 6.7 6.7 13.6 13.6 
   0.10 -0.1 -0.1 -0.4 -0.3 4.5 4.5 9.3 9.3 
   0.20 -0.1 -0.1 -0.2 -0.2 3.0 3.0 6.3 6.3 
  0.7 0.05 0.3 0.3 -0.2 0.0 5.8 5.8 10.7 10.8 
   0.10 0.6 0.6 -0.5 -0.3 3.8 3.8 7.3 7.3 
   0.20 0.3 0.3 -0.2 -0.2 2.6 2.5 4.9 4.9 
  0.9 0.05 0.8 0.6 -0.6 -0.4 5.6 5.7 8.0 8.0 
   0.10 0.6 0.6 -0.5 -0.4 3.9 3.9 5.8 5.8 
   0.20 0.2 0.2 -0.2 -0.1 2.6 2.6 4.0 4.0 

Fuente: Elaboración propia. 
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La Tabla 3 muestra, nuevamente, los valores expresados en porcentaje de SR 
y ECMR para los estimadores de tipo Hájek de los parámetros *

γY  y )(* tF  bajo 
muestreo aleatorio simple, cuando la población bajo estudio tiene distribución 
Normal. Podemos observar que en estas poblaciones, donde la distribución es 
simétrica, los sesgos en el problema de estimación de cuantiles son, en valor 
absoluto, extremadamente elevados para valores  de γ  menores que 0.3, incluso 
para tamaños muestrales más elevados. La justificación de este hecho, en com-
paración con la población EPF estudiada en tablas anteriores, es que al tener la 
cola de la izquierda de la distribución una mayor dispersión, las estimaciones 
del cuantil con órdenes pequeños se vuelven más inestables, lo que provoca 
importantes sesgos. A partir de la Tabla 3 podemos observar que se resuelve 
considerablemente este problema a medida que se aumenta el tamaño muestral. 
También se puede observar que los sesgos toman valores más razonables (en 
general menores del 5%) para valores de γ  mayores o iguales que 0.5. 
Conclusiones similares a las comentadas sobre el sesgo pueden derivarse para el 
ECMR del estimador de cuantiles, es decir, el hecho de trabajar con distribucio-
nes simétricas puede provocar estimaciones muy poco precisas con un error 
cuadrático medio extremadamente elevado. 

Los problemas observados para la estimación de cuantiles en la población de 
pobres, especialmente para valores pequeños de γ , no se observan en el pro-
blema de la estimación de la función de distribución. En este caso, todo los ses-
gos relativos están siempre por debajo, en valor absoluto, del 4%, mientras que 
los valores de ECMR son razonables. 

Tabla 3 

Valores de SR y ECMR de los estimadores de tipo Hájek para *
γY y )(ˆ * tF , con 

*
γYt =  en la población Normal, 0 6. ,α =  5.0=β  

Muestras seleccionadas mediante muestreo aleatorio simple 

   SR (%) ECMR (%) 

2σ  γ  f  
*
γ̂Y  )(ˆ * tFH  

*
γ̂Y  )(ˆ * tFH  

20  0.1 0.10 -229.60 3.34 479.50 69.60 
  0.20     6.00 1.67 160.50 45.80 
 0.3 0.10 -3.60 2.77 27.70 35.60 
  0.20 -2.60 2.02 17.30 23.70 
 0.5 0.10 -4.50 2.51 16.90 24.70 
  0.20 -3.20 2.25 11.90 16.60 
 0.7 0.10 -2.70 2.62 11.80 17.60 
  0.20 -1.90 2.11 8.00 12.00 
 0.9 0.10 -3.10 1.59 8.40 10.70 
  0.20 -2.00 1.55 5.80 8.10 
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Tabla 3 (continuación) 
Valores de SR y ECMR de los estimadores de tipo Hájek para *

γY y )(ˆ * tF , con 
*
γYt =  en la población Normal, 0 6. ,α =  5.0=β  

Muestras seleccionadas mediante muestreo aleatorio simple 

   SR (%) ECMR (%) 

2σ  γ  f  
*
γ̂Y  )(ˆ * tFH  

*
γ̂Y  )(ˆ * tFH  

40  0.1 0.10 1.90 2.51 -91.60 58.60 
  0.20 -3.60 1.42 -57.10 39.00 
 0.3 0.10 -7.00 2.17 71.40 30.90 
  0.20 -6.40 1.63 48.50 20.50 
 0.5 0.10 -3.70 2.36 27.70 21.30 
  0.20 -0.90 1.44 19.30 14.30 
 0.7 0.10 -2.60 2.40 14.30 15.70 
  0.20 -1.30 1.41 8.90 10.70 
 0.9 0.10 -3.40 1.29 10.70 10.00 
  0.20 -2.30 1.30 7.50 7.50 

60  0.1 0.10 -4.50 0.99 -34.40 52.20 
  0.20 -2.40 0.36 -22.10 34.70 
 0.3 0.10 -127.40 1.35 478.30 27.50 
  0.20 -84.10 0.35 309.60 18.30 
 0.5 0.10 -0.70 1.26 45.60 18.90 
  0.20 2.20 0.38 31.30 12.80 
 0.7 0.10 -5.10 1.45 20.50 14.10 
  0.20 -3.10 0.60 14.20 9.50 
 0.9 0.10 -2.30 0.59 12.10 9.20 
  0.20 -1.00 0.48 8.40 6.90 

Fuente: Elaboración propia. 

En la Tabla 4 se repite el estudio en las poblaciones con distribución Normal 
pero se toman muestras con probabilidades de selección desiguales. Al igual 
que en el caso de muestreo aleatorio simple, las estimaciones de cuantiles son 
poco precisas, tanto en términos de SR como en términos de ECMR, para los 
casos donde γ  es menor o igual que 0.3, y tales valores son razonables en el 
resto de situaciones. Los sesgos asociados a los estimadores de la función de 
distribución son siempre menores de 4%. En este caso se puede apreciar que el 
estimador *

γ̂Y es ligeramente mejor, en algunas ocasiones, que el estimador *~
γY , 

aunque la diferencia no es significativa.  
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Tabla 4 
Valores de SR y ECMR de los diferentes estimadores de *

γY y )(ˆ * tF , con *
γYt =  en 

la población Normal, 0 6. ,α =  5.0=β  
Muestras seleccionadas con probabilidades desiguales mediante el Método de Midzuno. 

   SR (%) ECMR (%) 

2σ  γ  f  
*
γ̂Y  

*~
γY  )(ˆ * tF  )(~* tF  

*
γ̂Y  

*~
γY  )(ˆ * tF  )(~* tF  

20 0.1 0.10 -270.70 -290.80 1.78 2.35 497.20 516.80 68.60 69.10 
  0.20 2.60 0.70 1.59 1.84 158.60 161.90 45.00 45.10 
 0.3 0.10 -5.20 -5.30 2.67 3.25 28.30 28.30 35.80 36.10 
  0.20 -2.90 -2.90 1.51 1.76 17.70 17.70 23.60 23.70 
 0.5 0.10 -4.30 -4.40 2.41 2.98 16.90 16.90 24.70 24.90 
  0.20 -2.70 -2.70 1.56 1.81 11.80 11.80 16.60 16.60 
 0.7 0.10 -2.40 -2.50 2.52 3.09 12.00 12.10 17.60 17.80 
  0.20 -1.70 -1.70 1.69 1.94 8.00 8.00 12.10 12.10 
 0.9 0.10 -3.30 -3.50 1.19 1.76 8.70 8.90 10.90 11.10 
  0.20 -2.00 -2.00 1.42 1.67 5.80 5.80 8.10 8.20 

40 0.1 0.10 2.60 7.90 1.24 1.83 -93.00 -98.80 58.40 58.80 
  0.20 -5.90 -3.90 0.77 1.03 -56.40 -56.80 38.10 38.20 
 0.3 0.10 -8.00 -8.40 1.89 2.48 71.60 72.00 30.90 31.20 
  0.20 -7.20 -7.30 1.26 1.52 47.80 47.80 20.10 20.20 
 0.5 0.10 -2.80 -3.00 1.79 2.38 27.80 27.90 21.30 21.50 
  0.20 -0.70 -0.70 1.37 1.63 19.10 19.10 14.20 14.30 
 0.7 0.10 -2.20 -2.60 1.76 2.36 14.40 14.60 15.60 15.80 
  0.20 -1.40 -1.50 1.37 1.64 8.90 8.90 10.60 10.70 
 0.9 0.10 -3.00 -3.40 0.86 1.45 10.60 10.80 10.00 10.20 
  0.20 -2.30 -2.50 1.23 1.49 7.50 7.60 7.50 7.60 

60 0.1 0.10 -6.70 -4.60 1.31 1.90 -34.60 -34.60 51.90 52.30 
  0.20 -2.90 -1.90 0.90 1.16 -22.00 -21.90 34.10 34.20 
 0.3 0.10 -126.80 -140.20 0.96 1.56 477.50 490.80 27.70 27.90 
  0.20 -87.80 -93.30 0.32 0.58 306.90 311.80 18.10 18.10 
 0.5 0.10 1.00 0.00 0.87 1.47 44.90 45.90 19.00 19.20 
  0.20 2.30 2.10 0.38 0.64 30.70 30.90 12.70 12.80 
 0.7 0.10 -5.10 -5.80 0.86 1.46 20.70 21.10 14.00 14.20 
  0.20 -3,10 -3,40 0,37 0,63 14,20 14,30 9,50 9,50 
 0.9 0.10 -1.80 -2.30 0.29 0.88 12.00 12.10 9.20 9.30 
  0.20 -0.80 -1.00 0.25 0.51 8.40 8.40 6.90 6.90 

Fuente: Elaboración propia. 

Con el análisis de los resultados obtenidos en las Tablas 5 y 6 podremos con-
firmar que la asimetría hacia la derecha que presentan, en general, variables de 
perfil económico como son los ingresos, favorece que las estimaciones de cuan-
tiles en la población de pobres y para órdenes pequeños sean más precisas en 
comparación con distribuciones más simétricas. En efecto, en la Tabla 5 (caso 
de muestreo aleatorio simple) observamos que tan sólo en una ocasión (cuando 

202 =σ , 1.0=γ  y 1.0=f ) se obtiene un valor de SR elevado (-17.6 %). 
Este sesgo puede deberse a que el coeficiente de asimetría de Fisher no es muy 
elevado ( 84.01 =g ), puesto que en el resto de poblaciones con distribución 
Gamma los sesgos están dentro de un rango razonable, con valores, en general, 
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menores al 5% en valor absoluto. Respecto al ECMR, si se puede observar que 
no hay ningún caso con valores extremadamente elevados, tal como ocurría en 
el caso de las poblaciones con distribución Normal. Estas conclusiones pueden 
derivarse de nuevo a partir de la Tabla 6, en la cual las muestras son selecciona-
das con probabilidades desiguales.   

Tabla 5 

Valores de SR y ECMR de los estimadores de tipo Hájek para *
γY y )(ˆ * tF , con *

γYt =  en 

la población Gamma, 0 6. ,α =  5.0=β  
Muestras seleccionadas mediante muestreo aleatorio simple 

   SR (%) ECMR (%) 

2σ  γ  f  
*
γ̂Y  )(ˆ * tFH  

*
γ̂Y  )(ˆ * tFH  

20 0.1 0.10 -17.60 0.73 34.80 79.30 
  0.20 1.70 0.99 14.40 51.60 
 0.3 0.10 0.80 1.47 10.30 43.70 
  0.20 0.60 1.23 6.30 28.80 
 0.5 0.10 0.50 1.93 9.60 31.60 
  0.20 0.80 1.08 6.70 21.40 
 0.7 0.10 -2.00 1.93 9.20 23.90 
  0.20 -1.50 1.11 6.70 16.70 
 0.9 0.10 -1.90 -1.86 7.30 15.40 
  0.20 -1.00 -0.69 5.00 11.70 

40 0.1 0.10 4.20 2.77 34.00 61.50 
  0.20 3.80 0.73 22.60 40.10 
 0.3 0.10 0.80 2.13 19.20 33.20 
  0.20 0.70 0.33 13.20 22.00 
 0.5 0.10 -0.50 2.01 13.60 23.70 
  0.20 0.90 0.52 9.00 15.50 
 0.7 0.10 0.20 2.17 10.60 18.20 
  0.20 1.10 0.63 7.10 11.90 
 0.9 0.10 -1.30 0.12 8.50 11.40 
  0.20 -0.20 0.31 5.60 8.40 

60 0.1 0.10 5.20 4.55 36.70 56.90 
  0.20 1.60 2.57 24.40 37.00 
 0.3 0.10 -0.40 4.60 17.70 31.70 
  0.20 -0.20 2.10 10.70 20.40 
 0.5 0.10 -5.20 4.53 15.70 23.40 
  0.20 -3.40 2.25 11.00 15.20 
 0.7 0.10 -1.60 4.26 11.50 18.30 
  0.20 -0.40 2.18 7.40 12.10 
 0.9 0.10 -2.10 1.01 10.30 10.30 
  0.20 -0.90 1.05 6.70 8.10 

Fuente: Elaboración propia. 
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En conclusión, cuando se asume un diseño muestral con probabilidades de 
selección desiguales, los dos estimadores para la estimación de los parámetros 

*
γY  y )(* tF  sugeridos en este trabajo y para las poblaciones en estudio tienen 

un comportamiento muy similar, tanto en términos de SR como en términos de 
ECMR. En la práctica, los estimadores basados en *~N  son más simples al no 
depender de las probabilidades de inclusión. Sin embargo, los estimadores ba-
sados en *N̂  poseen propiedades teóricas deseables. Por ejemplo, según Hájek 
(1964) los estimadores basados en *N̂  son asintóticamente insesgados. Por 
tanto, en caso de que resulte posible, se recomienda utilizar los estimadores 
basados en *N̂ , aunque el comportamiento empírico con respecto a los 
estimadores basados en *~N es bastante similar. Por otra parte, se ha observado 
que los estimadores de cuantiles en la población de pobres pueden ser poco 
precisos con sesgos realmente importantes cuando γ sea pequeño, pero esta 
pérdida de precisión es más factible de aparecer cuando la distribución no sea 
asimétrica a la derecha. Afortunadamente, esta no es la situación más común 
para variables, como los ingresos por unidad de consumo, que son utilizadas 
para la determinación de la población de pobres.   

Tabla 6 
Valores de SR y ECMR de los diferentes estimadores de *

γY y )(ˆ * tF , con *
γYt =  en 

la población Gamma, 0 6. ,α =  5.0=β  
Muestras seleccionadas con probabilidades desiguales mediante el Método de Midzuno 

   SR (%) ECMR (%) 

2σ  γ  f  
*
γ̂Y  

*~
γY  )(ˆ * tF  )(~* tF  

*
γ̂Y  

*~
γY  )(ˆ * tF  )(~* tF  

20 0.1 0.10 -18.50 -18.50 0.67 1.20 34.90 34.90 78.00 78.40 
  0.20 1.10 1.00 0.77 1.00 15.60 15.60 51.80 51.90 
 0.3 0.10 0.60 0.50 0.95 1.47 10.30 10.30 43.60 43.80 
  0.20 0.30 0.30 1.21 1.43 6.30 6.30 28.90 28.90 
 0.5 0.10 0.80 0.60 1.34 1.86 9.70 9.70 31.60 31.80 
  0.20 0.80 0.80 0.84 1.06 6.80 6.80 21.40 21.50 
 0.7 0.10 -1.80 -1.80 1.59 2.11 9.10 9.20 23.80 24.00 
  0.20 -1.40 -1.40 0.74 0.97 6.70 6.70 16.70 16.70 
 0.9 0.10 -1.90 -2.00 -2.20 -1.70 7.40 7.50 15.90 15.90 
  0.20 -1.00 -1.00 -0.92 -0.70 5.00 5.00 11.80 11.80 
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Tabla 6 (continuación) 
Valores de SR y ECMR de los diferentes estimadores de *

γY y )(ˆ * tF , con *
γYt =  en 

la población Gamma, 0 6. ,α =  5.0=β  
Muestras seleccionadas con probabilidades desiguales mediante el Método de Midzuno 

   SR (%) ECMR (%) 

2σ  γ  f  
*
γ̂Y  

*~
γY  )(ˆ * tF  )(~* tF  

*
γ̂Y  

*~
γY  )(ˆ * tF  )(~* tF  

40 0.1 0.10 1.80 0.70 1.45 2.00 34.30 34.40 61.70 62.00 
  0.20 3.90 3.70 0.35 0.59 22.50 22.50 40.40 40.50 
 0.3 0.10 0.20 0.10 1.97 2.52 19.30 19.30 33.20 33.40 
  0.20 0.30 0.30 0.49 0.73 13.30 13.30 21.80 21.90 
 0.5 0.10 0.00 -0.30 1.72 2.27 13.60 13.60 23.90 24.10 
  0.20 0.90 0.90 0.65 0.88 8.90 8.90 15.50 15.50 
 0.7 0.10 0.40 0.30 1.63 2.18 10.50 10.50 18.10 18.30 
  0.20 1.00 1.00 0.67 0.91 7.10 7.10 11.80 11.90 
 0.9 0.10 -1.10 -1.30 -0.19 0.35 8.50 8.50 11.40 11.50 
  0.20 -0.20 -0.30 0.07 0.31 5.60 5.60 8.30 8.40 

60 0.1 0.10 5.70 5.00 4.19 4.76 36.80 36.50 56.30 56.70 
  0.20 2.40 2.20 1.73 1.98 24.70 24.60 36.80 36.90 
 0.3 0.10 -0.70 -0.80 4.00 4.57 17.70 17.70 31.60 31.80 
  0.20 -0.30 -0.40 1.68 1.93 10.80 10.80 20.50 20.60 
 0.5 0.10 -4.50 -4.80 3.99 4.56 15.50 15.70 23.20 23.40 
  0.20 -3.00 -3.10 1.92 2.17 10.90 10.90 15.20 15.20 
 0.7 0.10 -1.50 -1.80 3.54 4.11 11.50 11.50 18.00 18.20 
  0.20 -0.40 -0.50 1.82 2.07 7.40 7.40 11.90 12.00 
 0.9 0.10 -1.50 -1.90 0.55 1.10 10.30 10.30 10.50 10.60 
  0.20 -0.60 -0.70 0.75 0.99 6.70 6.70 8.10 8.10 

Fuente: Elaboración propia. 

6. ESTIMACIÓN CON INFORMACIÓN AUXILIAR 
Cuando se lleva a cabo una encuesta por muestreo es común recabar infor-

mación de más de una variable, además de la variable y objeto de estudio. Estas 
variables auxiliares pueden estar correlacionadas con la variable de interés y en 
este caso tales variables auxiliares pueden utilizarse en la fase de estimación de 
un determinado parámetro con el fin de mejorar la precisión de los correspon-
dientes estimadores. Supongamos que existe una variable auxiliar x asociada 
con la variable principal y. En nuestro caso, esta variable auxiliar podría ser los 
gastos familiares o los propios ingresos familiares por unidad de consumo ob-
servados en un periodo anterior. Con el fin de utilizar la información auxiliar en 
la fase de estimación, es necesario conocer en primer lugar la relación existente 
entre ambas variables, y en este caso dicha relación se podrá estudiar a partir de 
un modelo econométrico. Chambers y Dunstan (1986) y Rao et al. (1990), entre 
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otros autores, analizaron estimadores basados en información auxiliar conside-
rando el modelo  

iiii uxxy )(1 υβ += ),,1( Ni = ,                                                 (1) 

donde 1β  es el parámetro desconocido, 2/1)( xx =υ  y iu  son variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas con media cero. Notamos que 
por simplicidad consideraremos el modelo (1) en este trabajo, aunque fácil-
mente y a partir de la bibliografía existente se podría extender este estudio al 
caso de otros modelos más complejos.   

Asumiendo el modelo (1) y para el problema de la estimación de la media 
poblacional, ∑=

−=
N

i iyNY
1

1 , el estimador comúnmente utilizado es el estima-

dor de tipo razón, el cual viene dado por 

X
x
yyr = , 

donde X  denota la media poblacional de la variable auxiliar y y  y x  denotan, 
respectivamente, los estimadores de tipo Horvitz-Thompson para Y y X . Pode-
mos observar que el estimador de tipo razón ry  requiere conocer la media 
poblacional de la variable auxiliar, o bien que dicha cantidad se pueda estimar 
sin error. Notamos que esta suposición es comúnmente utilizada en el contexto 
de estimación con información auxiliar.        

Para el problema de la estimación de la función de distribución, )(tF , y 
considerando de nuevo el modelo (1), Rao et al. (1990) propusieron el siguiente 
estimador de tipo razón 

∑
∑

∑
=

=

= −∆
−∆

−∆
=

N

i
in

i
ii

n

i
ii

r xRt
xRtd

ytd

N
tF

1

1

1 )ˆ(
)ˆ(

)(
1)(ˆ , 

donde xyR =ˆ  es el estimador basado en el diseño de la razón poblacional 
XYR = . Respecto al problema de estimación de un cuantil de orden β , βY , 

Rao et al. (1990) propusieron el siguiente estimador de tipo razón 

β
β

β
β X

X
Y

Y r ˆ

ˆ
ˆ

, = .  

En resumen, los métodos de estimación existentes basados en información 
auxiliar se han centrado en la estimación de parámetros como medias, totales, 
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funciones de distribución, cuantiles, proporciones, varianzas, etc. Actualmente 
no se ha planteado la estimación de la función de distribución y cuantiles para la 
población de pobres incorporando información auxiliar en la etapa de estima-
ción. A continuación se plantea esta cuestión, y se describen los problemas rela-
cionados con la estimación con información auxiliar de estos parámetros. 

A partir de la variable x definimos los *n  valores muestrales     

{ }Lyxx iii
ˆ:ˆ* ≤=     ni ,,1= , 

los cuales se pueden utilizar para estimar la función de distribución y cuantiles 
en la población de pobres y para la variable auxiliar. Para el caso de parámetros 
poblacionales de la variable auxiliar utilizaremos el conjunto de valores  

{ }Lyxx iii ≤= :*
 Ni ,,1= .                                                       (2) 

Una vez definida la variable auxiliar para la población de pobres, se podrían 
aplicar los métodos existentes basados en información auxiliar para la estima-
ción de la función de distribución y cuantiles en la población de pobres. Por 
ejemplo, siguiendo la definición del estimador )(ˆ tFr  anteriormente definido, se 
podría estimar la función de distribución para la población de pobres, )(* tF , 
del siguiente modo 

∑
∑

∑
=

=

= −∆
−∆

−∆
=

*

*

*

1

**

1

**

1

*

*
* )ˆ(

)ˆˆ(

)ˆ(
1)(ˆ

N

i
in

i
ii

n

i
ii

r xRt
xRtd

ytd

N
tF , 

donde ***ˆ xyR = . Podemos observar que el estimador )(ˆ * tFr  no podría 
calcularse en la práctica, puesto que depende de los valores *

ix  definidos en (2), 
los cuales dependen a su vez de la variable y a nivel poblacional, y esta infor-
mación poblacional es desconocida. Del mismo modo, )(ˆ * tFr  depende del nú-

mero de pobres en la población, *N , y esta cantidad también es desconocida en 
la práctica. Una posible solución para no tener que utilizar *N  podría ser utili-
zar los valores  

{ }Lyxx iii
ˆ:ˆ* ≤=   Ni ,,1= ,                                                                             

en lugar de *
ix . Suponiendo que *

xN  es la longitud de la variable *x̂ , podríamos 

utilizar  esta cantidad en lugar de *N . Sin embargo, la variable *x̂  de nuevo 
depende de la variable y a nivel poblacional,  y el estimador de la función de 
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distribución para la población de pobres así definido no se podría tampoco utili-
zar en la práctica.  

Respecto a la estimación de cuantiles en la población de pobres se tiene el 
mismo problema. En este caso, el estimador de tipo razón para *

γY  vendría dado 
por 

*
*

*
*
, ˆ

ˆ
ˆ

γ
γ

γ
γ X

X
Y

Y r = ,  

donde { }γγ ≥= )(:inf ** tFtX x  y  

∑
=

−∆=
*

1

*
*

* )(1)(
N

i
ix xt

N
tF . 

Se puede comprobar fácilmente que el estimador de tipo razón *
,

ˆ
rYγ  para *

γY  
no podría calcularse en la práctica, puesto que al igual que en el caso de la fun-
ción de distribución, el mencionado estimador depende la variable principal a 
nivel poblacional a través de los valores *

ix .  

7. CONCLUSIONES 
En este trabajo se ha planteado la estimación de la función de distribución y 

cuantiles en la población de pobres, definida según distintos organismos como 
el conjunto de individuos cuyos ingresos familiares por unidad de consumo se 
encuentran por debajo del umbral de pobreza. La estimación de estos paráme-
tros se ha llevado a cabo considerando un diseño muestral arbitrario, es decir, 
los dos estimadores planteados en este trabajo se pueden aplicar a cualquier 
muestra en la cual se conozcan las probabilidades de inclusión de primer orden. 
No obstante, se han definido los estimadores para muestreo aleatorio simple, el 
diseño muestral más conocido y utilizado en la práctica.  

Se ha evaluado el comportamiento empírico de los estimadores de la función 
de distribución y cuantiles en la población de pobres para distintas poblaciones 
con características diferentes. Este estudio se ha llevado a cabo mediante mues-
tras con probabilidades iguales (muestreo aleatorio simple) y con probabilidades 
desiguales (utilizando el Método de Midzuno). Además se ha analizado el com-
portamiento de los estimadores en función de distintos factores: según valores 
de 1g , α ,γ  y f; aspectos que pueden afectar al comportamiento de los 
estimadores. Se ha considerado siempre 5.0=β  puesto que es el caso que 
siempre se tiene de referencia en los estudios de pobreza. Para distribuciones 
con una importante asimetría hacia la derecha se ha comprobado que, en gene-
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ral, los estimadores tienen un buen comportamiento en términos de SR y de 
ECMR. En este trabajo puede consultarse además la evolución de la precisión 
de los estimadores en función de α ,γ  y f , lo que nos permite hacernos una 
idea de lo que puede ocurrir en otras poblaciones con características similares. 
En este trabajo también se ha observado que para distribuciones con un deter-
minado grado de simetría, los estimadores de cuantiles con órdenes pequeños 
( 3.0≤γ ) para la población pobre pueden presentar sesgos relativamente eleva-
dos, con valores de ECMR también bastante elevados.      

El uso de información auxiliar en la etapa de estimación es una técnica muy 
utilizada que puede mejorar la precisión de un estimador. Sin embargo, en este 
trabajo se comentan los problemas que surgen al utilizar esta técnica en la po-
blación de pobres y para los parámetros objeto de estudio. Como futura línea de 
investigación se podría solucionar el problema del uso de la información auxi-
liar en la estimación de parámetros relacionados con la población de pobres.       
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