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RESUMEN

El propdsito principal de los sistemas de tarificacion Bonus-Malus es que los asegurados paguen
una prima justa, esto es la prima que corresponda a su propia experiencia de reclamacion. Sin embargo,
la mayoria de estos sistemas penalizan injustamente a determinados asegurados, haciéndoles pagar
mas de lo que realmente les corresponde. En este trabajo presentamos un modelo basado en una
sugerencia de Lemaire (1979, pp.278-281), que decrece las sobrecargas, minimizando la funcion de
pérdida Esscher, y garantiza el equilibrio financiero de la compaiiia aseguradora.
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A Bonus-Malus system with more competitive rates by using the Esscher
Principle

ABSTRACT

The main purpose of the Bonus-Malus Systems is to better the individual risk, so that, policyholders
will pay, in the long run, a premium corresponding to their own claim frequency. Nevertheless, in all
Bonus-Malus system some people are unfairly penalized, since they pa more than their pure premium.
We present a model, based on a suggestion of Lemaire (1979, pp.278-281) which decreases these
overcharges by minimizing the expectation of the Esscher loss function, obviously under the condition
of financial balance of the system.
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1. INTRODUCCION

Los sistemas de tarificacion Bonus-Malus, SBM en adelante, se utilizan mayoritariamente
en el sector de seguros de automoviles. Dichos sistemas, de acuerdo a unas reglas de transicion,
penalizan a los asegurados que realizan reclamaciones mediante aumentos en la prima que
éstos deben pagar. Por el contrario, recompensan a los conductores que no realizan ninguna
reclamacion con descuentos sobre la prima. De esta forma, los asegurados se ven motivados
a realizar una conduccién mas cuidadosa. El objetivo principal de un SBM es que todos los
asegurados paguen, en el largo plazo, una prima que se corresponda con su propia experiencia
de reclamaciones.

Los SBM han sido estudiados desde diversas perspectivas. La mayoria tienen en cuenta
solo el nimero de reclamaciones de cada asegurado. Tremblay (1992) obtiene el disefio de un
SBM optimo usando la funcion de pérdida cuadratica, el par Poisson-Inversa Gaussiana para
modelizar el nimero de reclamaciones y la funcion de utilidad exponencial como principio de
calculo de prima. Lemaire (1979, 1985, 1995) desarrolla un modelo para obtener un SBM
financieramente equilibrado utilizando el principio del valor esperado y la distribucion binomial
negativa para modelizar el numero de reclamaciones. Coene y Doray (1996) consideran el
disefio de un SBM 6ptimo minimizando una funcion cuadratica de la diferencia entre la prima
para un SBM 6ptimo con un niimero infinito de clases y la prima para un SBM con un numero
finito de clases. Meng y Whitmore (1999) presentan un modelo que utiliza la distribucién
binomial negativa para el numero de reclamaciones y la distribucion de Pareto para modelizar
la propension a reclamaciones dentro de la cartera. Mas recientemente, Frangos y Vrontos
(2001) obtuvieron un SBM 6ptimo utilizando el nimero de reclamaciones y la cuantia para
cada una de ellas. Gomez et al. (2002) realizaron un analisis de robustez en el caso en que se
utilice la funcion de pérdida cuadratica.

Sin embargo, en muchas ocasiones, las bonificaciones de los SBM son pequeiias. Esto
puede acarrear serios problemas de competitividad y, consecuentemente, de equilibrio
financiero a la compaifiia aseguradora (Baione et al. 2002 , pp.159-160) ya que la mayoria de
los asegurados pertenecen a la clase de los buenos conductores. Ello dara lugar a correcciones
comerciales para garantizar dicho equilibrio (Verico, 2002, pp.315).

En este trabajo, proponemos un SBM que corrige este problema utilizando la funcién de
pérdida Esscher. El principio de prima Esscher (Gerber, 1979; Gerber y Arbor, 1980; Gémez
etal., 2001; Heilmann, 1989; entre otros) no ha sido utilizado hasta el momento en los SBM,
mostrandose, como veremos en este trabajo, como un potente instrumento para la asignacion
de primas mas competitivas.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la seccion 2 se introduce el principio
de prima Esscher y se muestra un ejemplo aplicado a los SBM bajo el par Poisson-Inversa
Gaussiana. La seccion 3 presenta el resultado a partir del cual es posible obtener primas mas
competitivas para los buenos asegurados, que son siempre la poblacién mas numerosa en las
carteras de seguros de automoviles. Aplicaremos dicho resultado al ejemplo anterior.

Estudios de Economia Aplicada, 2005: 79-91 * Vol. 23-1



UN MODELO DE TARIFICACION BONUS-MALUS BAJO EL PRINCIPIO ESSCHER CON TARIFAS... 81

Finalmente se concluye destacando los aspectos mas relevantes del trabajo, asi como algunas
lineas futuras de investigacién en este ambito.

2. CALCULO DE PRIMAS UTILIZANDO EL PRINCIPIO ESSCHER

Un principio de cdlculo de prima es un funcional H que asignaaunriesgo K con F'(k)dis-
tribucién un numero real. Para su elaboracion suele considerarse una funcion de pérdida que

L1 =R atribuya aalgin (& . F)e it la pérdida sostenida por un decisor
que toma la acci6n p y se encuentre con el resultado k de alglin experimento aleatorio. En el
escenario actuarial la distribucién de K estd especificada salvo por un parimetro
desconocido A € Ai.e.sea f(k[4) su funcion de densidad de probabilidad. La prima de riesgo
se define por ser el valor de P que minimiza la pérdida esperada Y ,, L(k, P) f(k|2)y, puesto
que es una funcion del pardmetro desconocido A, sera denotada por P(A4).

Ahora, si A sigue en el colectivo una distribucion a priori (funcién estructura) (1), la
prima colectiva es el valor de P* que minimiza la pérdida esperada J;\ L(P(4), P")z(A)dA.

Si el proceso de tarificacion incorpora experiencia de reclamacion individual, el andlisis
bayesiano permite combinar la informacion a priori o inicial que se tiene sobre el pardmetro
con la informacién muestral para obtener la distribucion a posteriori. De esta manera puede
revisarse la prima colectiva y obtener la denominada prima bayes.

Es usual considerar la variable aleatoria coste total X" = ZZOX ., ysuponer X, (coste
de la i-ésima reclamacion) i.i.d. e independientes de K (nimero de reclamaciones), de modo
que E [X IA] =F [X r ]E [K |ﬁ.] De ahora en adelante, y sin pérdida de generalidad, supondremos
que el coste medio por reclamacion es de 1 u.m. (unidad monetaria).

Diversos principios de calculo de primas pueden utilizarse para elaborar un SBM. En este
trabajo asumiremos una funcion de pérdida Esscher (Gerber y Arbor, 1980; Heilmann, 1989):

L(k,P)=e*(k-P)’,
donde la constante ¢ > 0 mide la aversion al riesgo de la compatlia aseguradora.
Supongamos hora que para un riesgo dado K |)|, ha sido observada en t afios la experiencia
de reclamaciones k,,%,,..., k,, y la distribucion a priori del pardmetro es 7z(4). Entonces,
asumiendo K, i = 0,1,...,7, i.i.d., y denotando por 7 l!k,t) la distribucién a posteriori del
parametro dados los datos, donde k= E,k,. =tk, la prima bayes viene dada por:

jA P(A)e” P (Alk,0)dA
[ e @zalenda [l

P(k,t)=

Si la distribucién a priori es conjugada, esta prima puede obtenerse a partir de la prima
colectiva sustituyendo los pardmetros de la distribucion a priori por los de la distribucion a
posteriori.
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Como ya se comentd anteriormente, los SBM penalizan a los asegurados que realizan
reclamaciones mediante aumentos en las primas, recompensando, como contrapartida, a los
asegurados que no realizan reclamacién. Para la consecucién de este objetivo es usual
considerar como valor de la prima el cociente entre una magnitud a posteriori y una magnitud
a priori, multiplicada por 100 . En nuestro caso, considerando la funcién de pérdida Esscher,
este objetivo puede alcanzarse utilizando la expresion:

PBM (k.1) =100L%:D 2l
P(0,0)

Ejemplo Consideremos una cartera de seguros de automéviles donde el nimero de
reclamaciones K sigue la distribucién de Poisson de pardmetro 4 > (). En el escenario
actuarial este parametro se considera desconocido y aleatorio, con densidad de probabilidad
m(A). Asumiremos para ;| una densidad inversa gaussiana 1G (p, [)’) Entonces:

% {ﬁ] 31
2K,
H =1

donde K, la funcién modificada de Bessel de tercer orden con indice V, es:

u 1

K= [

La funcién de densidad Inversa Gaussiana es un caso particular (para v =1/2) de la
Inversa Gaussiana Generalizada con parmetros n,v,u’ y f', GIG(v, ', "), y que viene
dada por:

[_L_F_”J
r(-t')xv—]e 28" 28'x

B
Utilizando las propiedades:

. Kiwy=K_u). Vv R,

s,

P(x)=£

F

i)
; a'”,(:)=‘ "f" K@)+ K, (), YveR,

A

P 1/2
© K@= (—ZZJ e’y
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es posible expresar la densidad de la Inversa Gaussiana como:

-1

2px
x(A)=£

2B

Ahora, si asumimos que en un periodo de tiempo ¢, se observan k reclamaciones la
verosimilitud es:

(4-n)

e—lﬁ’k
I= K

fleda

Debido al hecho de que la densidad inversa gaussiana es conjugada con respecto a la
distribucion de Poisson, la densidad a posteriori es una Inversa Gaussiana Generalizada,

GIG (v, i, '), donde:

1 1 Y
':k__7 f= ’ '= ol
ek HEMET P omm 4

En conclusién, si el nimero de reclamaciones esta distribuida como una Poisson de

parametro A, y dicho pardmetro se distribuye como 1G ()u, ﬁ) la distribucion a posteriori

serd una GIG (k = 1/2 i ,U\fl/(zﬂt), ﬂ/(Zﬁt + 1))
La mixtura de la distribucién de Poisson con la Inversa Gaussiana ha sido denominada

Poisson Inversa Gaussiana (ver Tremblay, 1992, pp.98), y permite obtener, sin mucha
dificultad, la funcién generatriz de probabilidades:

A fix250-2)
P(z) =’ ,
que puede utilizarse para estimar los parametros de la distribucién a priori por el método de
los momentos.

Ahora, es facil deducir que la media y la varianza incondicional de K vienen dadas por
My p(l + ﬁ), respectivamente.

Considerando los datos utilizados por Lemaire (1979, pp.275), y que aparecen en la Tabla
1 (columnas 1 y 2) en los que la media y la varianza son 0,1011 y 0,1074 respectivamente, se
deduce aplicando el método de los momentos que:

0,1011= y,
0,1074=0,1011(1+ ) = B =0,0623.

En la Tabla 1 se muestran las frecuencias absolutas de los datos observados y de los
ajustados utilizando los valores anteriores. Puede apreciarse que el ajuste obtenido con el par
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Poisson-Inversa Gaussiana es mejor que el que se obtiene con el par Poisson-Gamma (Lemaire,
1979, pp.275).

Tabla 1. Reclamaciones observadas y ajustadas

N°de reclamaciones Observadas Ajustadas

0 96.978 96974,97

1 9.240 9245,10

2 704 696,77

3 43 52,60

4 9 4,56

Miés de 4 0 0
Total 106.974 106.974

Utilizando ahora los valores £ y [ estimados se deducen, a partir de (4), los parametros

de la distribucién a posteriori, que son:

4'=0,1011 ;, ﬁ’:%_
0,1246¢ +1 0.1246¢ +1

La Tabla 2 recoge las primas bonus-malus obtenidas a partir de (2), para las que se ha
utilizado como medida de aversién al riesgo el valor ¢ = 0,04 En el apéndice de este trabajo
aparece desarrollada dicha expresién para el ejemplo que nos ocupa.

Tabla 2. Primas bonus-malus bajo el principio Esscher

k
0 1 2 3 4 5 6
0 100 > : . - - .
t [T (94,270 | 149,176 | 224,290 | 314,151 ; - -
2 | 89,429 | 138,831 | 205,820 | 285,885 | 373,817 | 466,049 -
3 (85,257 | 130,165 | 190,568 | 262,684 | 342,029 | 425,427 | 511,078
4 81,622 | 122,783 | 177,743 | 243,287 | 315,511 | 391,565 | 469,785
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Como podemos observar, un asegurado que en el segundo afio no presenta reclamacion
paga 89,429 u.m., mientras que si en el siguiente periodo realiza una reclamacién pasara a
pagar 130,165 u.m. Por el contrario, si no hubiese experimentado reclamaci6n su prima hubiese
disminuido 4,172 u.m., al pasar de 89,429 um. a 85,257 u.m.

3. UNA SOLUCION MAS COMPETITIVA

En el mercado de seguros de automdviles es costumbre en los tltimos afios que el asegurado
cambie habitualmente de compaiiia aseguradora buscando precios mas competitivos, mas
teniendo en cuenta que cuando un asegurado cambia de compaiiia aseguradora se lleva consigo
su historial de siniestralidad pudiendo, por tanto, mantener su bonificacion.

Esto, obviamente, representa un problema para la compafiia aseguradora, pues los
asegurados situados en las clases bonus (k= 0) pueden optar por abandonar dicha compaiiia
para asegurarse en otra con precios mas bajos. Ademas, para la compaiiia aseguradora, el
perder los ingresos que le reporta estos clientes supone no poder compensar el balance de la
empresa, pues aunque los asegurados situados en las clases malus (£ > 0) paguen mas, son
generalmente una poblacién menos numerosa la que figura en estas clases. Todo esto puede
desembocar en que se rompa el equilibrio financiero de la compaiiia aseguradora. De aqui que
sea necesario desarrollar una nueva metodologia que permita disminuir la prima a los
asegurados bonus. Como contrapartida, se incrementaran las primas de los asegurados malus.
El principio de prima Esscher, como veremos, permite este reequilibrio.

La siguiente metodologia est4 basada en una idea de Lemaire (1979) que maximiza una
funcion de utilidad sujeta a la restriccion presupuestaria de la compafiia aseguradora.
Denotaremos por j, j=0,1,...,m, las distintas clases en que aparece dividida la cartera;
Nj, es el nimero de asegurados en la clase j y en el periodo ¢ siendo N = ZTZO Nf, el
numero de asegurados total de la cartera en el periodo .

Para resolver el problema que nos ocupa proponemos tomar como valor de la prima:

.
PBM'(j,[)=100M, 5]
P7(0,0)

donde P*( J.t) es la solucién del problema de optimizacién siguiente:

Min 2= N, [(P(3)-PGin) " Onaljnd2,
J=0
P)
sa ~> NP(L0=7,
N
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y en el que la restriccion iguala la prima media con la media de reclamacién, imponiendo la
condicion de estabilidad financiera para la empresa aseguradora.

Bstoes, E[X]=E[ E(X|2)]|= [ Am(A)dA=2.

Proposicion 1. La solucion del problema (P) viene dada por:

. . 1 NA=Y" NiP(j1)
P (j,0)=P(j,0)+ — ,
j DAl 1)d A 5 N
= °j Dr(Alj,0)d A

Demostracion.- Consideremos la funcion lagrangiana
IS : I N
w=—>N j( —P(j, t)) Wz (A] jt)dA—a| =D NP (j,t)-4 |.
N4< N4<
De las condiciones de primer orden de extremo local:

v _ ojiZN;P*(j,t) 7,
N.i=0

oo
y _ —2N; cP(2) . ' _aN;
W_O:TfjAe (P(2)-P (i) 7 (Al jut)dA = —2
cP(A) P . _ (94
:Lep (P(/l)—P (],t))ﬂ(/ﬂj,t)d/i——g :
De esta segunda ecuacion es facil deducir:
P)ePr(Alj,0)dA+a/2
P =L Mt il "
jAec DrAlj,0dA
Luego,
1 [ P Pr@Aljndd o1 & N
_ZNP( t)__z J J‘ cP(A) yl +2N cP(A)
0 e Om(Alj,ndA = e ﬂ(/1| j,0dA’
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Despejando de esta tltima expresion /2 y llevandolo a (6) se obtiene el resultado
deseado. YV

Ejemplo (Continuacién) La Tabla 3 nos muestra una simulacién (Lemaire, 1979, pp.279)
de la cartera de seguro de automéviles que nos ocupa compuesta por asegurados, y de la que

pueden obtenerse los valores de N}, j =0,1,...,m, con m =6 para nuestra cartera.

Tabla 3 Distribucién de los asegurados en la cartera

k
0 1 2 3 4 5 6

0 | 10.000 = - - = . 3
1] 9.059 877 58 6 - . -
2 | 8297 | 1472 197 31 2 1 =

3| 7.584 | 1947 381 73 12 2 1

4| 6991 | 2238 600 130 29 8 4

Puede observarse como el porcentaje mayor de la poblacién asegurada aparece siempre
en la clase bonus para los cuatro afios de observacion. Dichos valores son necesarios para
obtener las primas bonus-malus deducidas utilizando (5) y que se muestran en la Tabla 4.

Tabla 4 Nuevas primas bonus-malus

k
0 1 2 3 4 5 6
0 | 100 - - - . - s
" 11 ] 94,049 | 151,355 | 229,752 | 323,539 - - -
2 | 89.282 | 140,847 | 210,763 | 294,326 | 386,099 | 482,361 -

3 | 84,897 | 131,768 | 194,810 | 270,077 | 352,889 | 439,930 | 529,323

4 [ 81,044 | 124,004 | 181,365 | 249,773 | 325,152 | 404,529 | 486,167

Como se aprecia, comparando con la Tabla 2, las primas para los asegurados bonus ha
disminuido a costa de un incremento de las mismas para los asegurados situados en las clases
malus. Este incremento es mds acusado en las clases con mayor niimero de reclamaciones
(clases malus).
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Pudiera parecer contradictorio proponer un sistema en el que la clase de asegurados
bonus, la méas numerosa, tenga que pagar menos ahora a costa de una penalizacion ligeramente
mayor a los asegurados malus. En la préctica, es probable que muchos de los asegurados
situados en la posicion (k,t) = (0,t) prefiriesen pagar un poco mas ahora, de modo que si
incurriesen en una reclamacion al afio siguiente su prima no se incrementase demasiado. Sin
embargo, este hecho puede dar lugar a que el asegurado, en caso de siniestro, llegase a un
acuerdo (como asi sucede habitualmente para siniestros leves) con la otra parte y no diese
conocimiento a la compaiiia aseguradora del siniestro acaecido. El objetivo, obviamente, es
mantenerse en la clase en la que estaba.

Parece razonable, pues, que los asegurados que no incurran en reclamacion paguen menos,
y esto se consigue con el modelo propuesto. Puede argumentarse que los asegurados malus
pagan mas ahora, pero si se comparan los valores de las Tablas 2 y 4, para k =1 se observa
que el incremento es ligero, y solo es acusado para k = 2. Insistimos en que son pocos los
asegurados pertenecientes a estas clases, como se aprecia en la Tabla 3.

6. CONCLUSIONES Y LINEAS ABIERTAS

En este trabajo se ha utilizado el principio de prima Esscher para el célculo de primas
bonus-malus y se ha propuesto una metodologia que, manteniendo el equilibrio financiero
de la compaiiia aseguradora, ofrece primas mas reducidas a los asegurados de la clase bonus.
Se pretende con ello conseguir que se reduzca el abandono de estos asegurados buscando
compafiias con precios mas competitivos.

Aunque el analisis se ha ilustrado con el par Poisson-Inversa Gaussiana, podria ser utilizado
en el tradicional Poisson-Gamma. Sin embargo hemos comprobado como el ajuste con el
primer par es mejor que con el segundo (el lector puede contrastar con los datos que aparecen
en Lemaire, 1979, pp.275).

Una apartado que merece ser investigado es averiguar bajo qué condiciones y principios
de calculo de primas (neta, varianza, exponencial, etc.) se mantiene la reduccion de las primas
para los buenos asegurados y el incremento para los malos. Para una revision detallada de los
diversos principios de calculo de primas utilizados en la literatura actuarial el lector puede
consultar el texto de Gerber (1979) y el trabajo de Heilmann (1989).
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APENDICE (Cilculo de la prima bonus-malus bajo el principio Esscher)

En primer lugar, la prima de riesgo viene dada por:

o

ke™ £ (k| A
P(A) =Lz S ) e [7]

Zk=0 eCkf(kM)

El denominador de (2) viene dado, utilizando (1), por:

jA PA)e™ P r(A)dA

P(0,0) =
0.0 jAe"P(“ﬂ(ﬂ)dﬂ

y teniendo en cuenta (3) y (7) resulta que P(0,0) es el cociente entre:

~ g ,L( 2+ﬂ2) ) D p
. viv 1 2p4 o et c v , gl e |
E[P(/i)ep(ﬁ)}:j/\'ue—ﬂe e dA :%J'Ai e { [M’ j Zﬁl}d/’i

26,5 26,5

1-2fce’| 2 M ’
<V 4 A2 (1-2 Boret )+ 1 T - 24 P +[ - ce"]}
S O VSV 1) g
AN e
ok, (4] 2k, 4]
B B
— ‘2{ =y ”
:i"- e 12 Bce’ - 1-2 fce’ Ji
AL
=F
B
K~
\1=2pfce’
2Ky| 7 - ¢
B E K., UAJ1=2Pce
e 1-2fce U B
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' s

E[ed’(a)]: Lﬂ_vlme 2 e ga=

=0

[+
o [/3]

2Kv[ —2pfce’ ] [ 1-2fce* J
u
E

(5) ( m—] S

Asi, el denominador en (2) es, para el par Poisson-Inversa Gausssiana:

P &1{1—2[308"
E[P(2)e™] e B

P(0,0) = = =

[e*] KV[‘U l—gﬂc‘e"] W- 18]

Finalmente, el numerador de (2) se obtiene sustituyendoen (8) V', 44 y /3 por las expresiones
dadasen (4). V

(I 2fee” )+p ]

o

2
_I- 2 flce [}. +[ ] ] ]
204 1-2fce”
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v Asi, el dendm@ﬂad@y en (2) es, para el par Poisson- Invprsa Gausssiana:
E|: :| J‘ ‘u—vﬂv 1 net Jd— Iu—J« Ao ) Zﬂl[ (1 2 Bee’ )+/l }
v v+l

2K MJ 2 M7 UN1=2fce’
B E[P(/I)e”(*{*{ﬂ ¢ uk B
P(0,0)= -

1-28ceir > JoP(A)] )
— /u_v Aﬂvqe Tmz{e[ 1- Zﬂé ]l{f LIM 1 Zﬁce }m [8]
2K (”
Fi d? ente, el numerador de (2) se obtiene sustituyendoen (8) V, 'y  por las expresiones
dadas en (4).

ok | H 1-2pce’ x| # 1-2pce’
H L p - p

(i) [z)  <BIE)
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